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PREFACE 


Bien  que  l'histoire  de  chaque  symbole  math<hiiatique  soit 
contenue  dans  le  Formulaire,  nous  pouvons  ici  la  résumer  en 
quelques  mots. 

Selon  l'ordre  chronologique^  les  premiers  symboles  sont  les 
chiffres  0,  1,  2,...  dont  l'origine  est  très  ancienne. 

Suivent  les  symboles  des  opérations  arithmétiques  + ,  — 
(a.l500),  X  (a.1600),...  les  relations  "=  (a.l550),  >  (a.l650),  les 
nombres  e,  rr  (a.lTOO),...  Pendant  le  dernier  siècle  les  symboles 
2^,  n,  lim,  mod,  sgn,  E,...  ont  pénétré  dans  l'usage  commun. 

Ces  symboles  permettent  d'exprimer  complètement  quelques 
propositions  : 

2+3  =  5       2<e<:i        lta(l+|)"=e     fJ'^^-=^ 

etc.  En  général  on  s'en  sert  pour  exprimer  les  parties  d'une 
proposition,  lesquelles  doivent  être  accompagnées  du  langage 
ordinaire   pour    former  des  propositions  complètes. 

La  partie  réservée  au  langage  ordinaire,  plus  petite  dans 
quelques  travaux  d'Analyse,  était  encore  grande  dans  les 
ouvrages  géométriques.  Le  calcul  barycentrique  de  MôBius, 
la  science  de  l'exteusion  de  Grassmann,  les  quaternions  de 
Hamilton,  pour  ne  citer  que  les  théories  principales,  permettent 
maintenant  d'opérer  sur  les  objets  géométriques  comme  on  opère 
en  Algèbre  sur  les  nombres  (voir  le  §  des  vecteurs). 

La  Logique  mathématique  k  son  tour  étudie  les  propriétés  des 
opérations  et  des  relations  logiques,  qu'elle  indique  par  des 
symboles. 

Quelques  principes  de  cette  science  se  rencontrent  dans  la 
Logique  générale  (voir  Aristote).  Son  vrai  fondateur  est  Leibniz, 
qui  a  énoncé  les  principales  propriétés  des  idées  représentées 
maintenant  par  les  signes  <^,  w,  -,  =,  3'  A- 

Le  but  des  recherches  de  Leibniz  était  de  créer  une  manière 
de  «  Spécieuse  Générale,  où  toutes  les  vérités  de  raison  seroient 


réduites  à  une  façon  de  calcul.  Ce  pourroit  être  en  mêmes  tems 
une  manière  de  Langue  ou  d'Écriture  universelle,  mais  infi- 
niment différente  de  toutes  celles  qu'on  a  projetées  jusqu'ici; 
car  les  caractères,  et  les  paroles  mêmes,  y  dirigeroient  la  Raison; 
et  les  erreurs  excepté  celles  de  fait,  n'y  seroient  que  des  erreurs 
de  calcul.  Il  seroit  très  difficile  de  former  ou  d'inventer  cette 
langue  ou  caractéristique  ;  mais  très  aisé  de  l'apprendre  sans 
aucuns  dictionnaires  »   (p.  701  des  Opéra  philosophica,  a.  1840). 

Il  énonce  ce  projet  dans  son  premier  travail,  ou,  comme  il 
l'appelle,  dans  son  «  essai  d'écolier  »  intitulé  «  de  arte  combi- 
natoria  a.  1666  ».  Dans  1'  «  Historia  et  commenta tio  linguae 
charactericae  universalis,  quae  simul  sit  ars  inveniendi  et  ju- 
dicandi  »  (ib.  p.  162),  il  dit  que  ces  pensées  «  semper  altissime 
infixr.e  menti  haesere  » .  Il  fixe  le  temps  nécessaire  à  la  former  : 
«  aliquot  selectos  homines  rem  intra  quinquennium  absolvere 
posse  puto  ».  11  ajoute  enfin  «  Itaque  repeto,  quod  saepe  dixi, 
hominem,  qui  neque  Propheta  sit  neque  Princeps,  majus  aliquid 
generis  humani  bono,  nec  divinae  gloriae  accomodatius  susci- 
pere  nunquam  posse  ». 

Dans  ses  dernières  lettres  il  regrette  «  que  si  j'avois  été  moins 
distrait,  ou  si  j'étois  plus  jeune,  ou  assisté  par  des  jeunes  gents 
bien  disposés,  j'espérerois  donner  une  manière  de  »  cette  spé- 
cieuse (pag.  701).  Il  dit  aussi  (pag.  703)  «  J'ai  parlé  de  ma 
spécieuse  générale  à  Mr.  le  Marquis  de  l'Hospital,  et  à  d'autres  ; 
mais  ils  n'y  ont  point  donné  plus  d'attention  que  si  je  leur  avois 
conté  un  songe.  Il  faudrait  que  je  l'appuyasse  par  quelque  usage 
palpable  ;  mais  pour  cet  effet  il  faudroit  fabriquer  une  partie 
au  moins  de  ma  Charactéristique  ;  ce  qui  n'est  pas  aisé,  surtout 
dans  l'état  où  je  suis  ». 

Leihniz  n'a  pas  publié,  de  son  vivant,  les  résultats  incomplets 
qu'il  avait  obtenus.  Eudmann,  a.  1840  a  commencé  la  pul>lication 
des  manuscrits  sur  ce  sujet.  L'édition  de  Gekhakdt  a.l87ô  est 
plus  complète.  Les  plus  intéressantes  pièces  ont  été  publiées 
récemment  par  ]\I.  Vacca  (*). 


(*)  M.  Coiiturat  dans  «  l^'Knsoio-nement  mathcMuatiquo  a.llKK)  p.409  » 
(G.  Carré  &  C.  Naucl,  Paris),  aimoiice  une  nouvelle  publication  de  ces  ma- 
nuscrits. 


En  conséquence  les  idées  de  Leibniz  n'ont  pas  eu  des  conti- 
nuateurs immédiats,  à  l'exception  de  Lambert  et  quelque  autre, 
jusq'à  BooLE,  De  Morgan  a.l850,  Schrôder  a.l877,  McColl 
a.l878,  etc.  qui  ont  retrouvé  les  théorèmes  précédents,  en  ont 
énoncé  des  nouveaux,  et  ont  développé  des  intéressantes  thé- 
ories. Voir  la  Bibliographie. 

M.  Tait  a  remarqué  l'analogie  entre  les  calculs  géométriques 
et  logiques  :  «  La  similitude  frappante  de  ces  deux  systèmes 
«  de  symboles,  types  de  procédés  qui  sont  au  fond  les  mêmes, 
«  nous  suggère  la  remarque  qu'après  tout,  il  n'y  a  qu'une 
«  science  unique  dans  l'Analyse  mathématique,  ayant  diverses 
«  branches,  mais  employant  dans  chacune  d'elles  les  mêmes 
«  procédés.  Par  l'une  de  ses  branches,  cette  science  nous  dé- 
«  voile  les  mystères  de  la  Géométrie  de  position,  hors  de  la 
«  portée  du  raisonnement  géométrique  ordinaire  ;  par  l'autre, 
«  elle  permet  au  logicien  d'arriver  à  des  vérités  de  déduction 
«  auxquelles  il  n'auniit  jamais  pu  atteindre  sans  le  secours 
«  de  l'instrument  des  formules  »  {Qnaternions,  traduit  par 
Plarr.  Paris,  1882,  p.  81). 

Dans  la  publication  qui  sera  indiquée  par  F 1889  nous  avons 
remarqué  qu'il  suffit  d'ajouter  les  symboles  £,  son  inverse,  et 
quelques  autres  moins  importants,  pour  compléter  l'analyse 
des  idées  de  Logique  qu'on  rencontre  dans  les  sciences  mathé- 
matiques, et  nous  avons  écrit  entièrement  en  symboles  quelques 
tlK^ories  mathématiques. 

L'idéographie,  qui  résulte  de  la  combinaison  des  symboles 
logiques  avec  les  algébriques,  a  été  bientôt  appliquée  par  divers 
Auteurs.  Dans  quelques  travaux  elle  sert  seulement  à  énoncer 
sous  forme  plus  claire  des  théorèmes. 

En  général  elle  est  l'instrument  indispensable  pour  analyser 
les  principes  de  l'Arithmétique  et  de  la  Géométrie,  et  pour  y 
démêler  les  idées  primitives,  les  dérivées,  les  définitions,  les 
axiomes  et  les  théorèmes.  On  s'en  est  aussi  servi  pour  construire 
des  longues  suites  de  raisonnement,  presqu'inabordables  par  le 
langage  ordinaire. 


VI 

La  RdM.  t. 7  p.3  contient  la  table  de  67  Mémoires  publiées  en 
différents  pays  par  15  Auteurs,  dans  lesquels  on  a  adopté  cette 
idéographie.  Leur  nombre  s'est  accru  dans  la  suite. 
Nous  pouvons  exactement  dire  avec  Leibniz  : 
c  Itaque  profertur  hic  calculus  quidam  novus  et  mirificus, 
«  qui  in  omnibus  nostris  ratiocinationilnis  locum  habet,  et  qui 
«  non  minus  accurate  procedit  quam  Arithmetica  aut  Algebra. 
«  Quo  adhibito  semper  terminari  possunt  controversiae  quantum 
«  ex  datis  eas  determinari  possibile  est,  manu  tantum  ad  ca- 
«  lamum  admoto,  ut  sufficiat  duos  disputantes  omissis  verbo- 
«  rum  concertationibus  sibi  invicem  dicere  :  calcalemus,  ita 
«  onim  perinde  ac  si  duo  Arithmctici  disputarent  de  quodam 
«  calculi  errore  ». 

Nous  avons  essayé  de  réunir  en  un  seul  volume  les  propo- 
sitions écrites  entièrement  en  symboles,  et  que  nous  appelons 
«formules».  Ainsi  s'est  formé  le  t.l  du  Formulaire,  publié 
en  1892-1895.  MM.  F.  Castellano,  G.  Vailati,  C.  Burali-Fokti, 
R.  Bettazzi,  g.  Vivanti,  F.  Giudice,  G.  Fano  y  ont  collaboré, 
ou  ont  réduit  en  symboles  de  nouvelles  théories. 

Dans  le  t.2  a. 1897-1899  nous  avons  coordonné  ces  différentes 
théories,  en  comblant  les  lacunes,  et  en  posant  à  la  place  voulue 
les  additions  proposées  par  :^DI.  G.  Vacca,  A.  Padoa,  M.  Chini, 
et  d'autres  (RdM.  t.6  p.65-74).  L'exécution  typographi(iue  de  ce 
travail  a  été  très  laborieuse.  Il  exige  l'exactitude  d'une  table  de 
logarithmes,  et  est  de  composition  b'vancoup  plus  difficile. 

Le  Formulaire  actuel  (a.l901)  contient  les  propositions  déji'i 
publiées  dans  l'édition  de  l'a.  1899,  les  formules  de  Logique 
publiées  dans  RdM.  t.7  p.1-41,  les  propositions  nouvelles  ré- 
duites en  symboles  par  ]\1]M.  : 

M.   Nassù  (RdM.  t.7  p.42-55) 

F.  Castellano  (id.  p.58) 

G.  Vacca  (id.  p.59-66) 
M.  Chini  (id.  p.Gd) 

T.  BouGio  (id.  p. 70-72,  et  d'autres  non  publiées) 


VII 


et   les  additions   et  les  corrections  indiquées  par  MM.  G.  Ene- 

STRÔM  (id.  p.66),  ViVANTI,  OlAMBERLINI,  PADOA,  RAMORINO,   BuHL, 

et  plusieurs  autres. 
M.  Vacca  a  ajouté  les  indications  historiques  aux  P: 
§D  -9    §+  4-3    §[^  5-5  15-61     §!  4-2  7-6    §Chf  -4    §Np  3-3-4  9-4-62 
§Nprf-3      §cont3-4      §D  44  205     §Dtnn  1-1       §.^  1-82  3-1- 3-7  12-1 
§siu4-l-5  5-1 101 13-2  14-2  16-1--3  §B  1-11-21-8  §vct33-6-61  34-1-2-6.S 

et  beaucoup  d'autres  indications  bibliographiques  ;  il  nous  a  de 
nouveau  puissamment  aidé  dans  tout  ce  travail. 

Nous  avons  complété  cjuclques  théories,  notamment  sur  les 
dérivées,  sur  les  intégrales,  et  sur  les  nombres  complexes. 

Les  symboles  conservent  ici  la  forme  commune,  lorsqu'il  est 
possible;  ex:  -\- ,  — ,  x  ,  >» ,  =  ,  0,1,2,...  log  ,  sin  ,  e,  n  ... 
Lorsqu'il  y  a  plusieurs  notations  en  usage,  nous  avons  adopté  la 
plus  ancienne,  ou  la  plus  répandue.  Lorsque  nous  avons  dû  in- 
troduire un  symbole  nouveau,  nous  avons  pris  le  mot  du  langage 
ordinaire,  plus  ou  moins  abrégé  ;  ex  :  put ,  vct ,  quot ,  rest,  ... 

Les  mots  du  langage  mathématique  commun  montent  à  plu- 
sieurs milliers  (voir  p.213).  Il  ne  convient  pas  de  les  ériger 
tous  en  symboles  ;  ils  s'expriment  ici  par  environ  100  symboles. 

Dans  le  langage  ordinaire,  on  a  plusieurs  formes  pour  repré- 
senter une  même  idée  indiquée  ici  par  un  symbole  seul.  Nous 
donnons  à  chaque  symbole  un  nom  ;  mais  il  convient  de  lire 
les  symboles,  et  les  ensembles  de  symboles,  sous  une  forme 
qui  s'approche  du  langage  ordinaire.  Un  peu  d'exercice  permet 
de  lire  les  formules  sous  la  forme  habituelle. 

Le  Formulaire  est  toujours  en  construction.  Nous  continue- 
rons à  publier  dans  la  RdM.  les  nouvelles  propositions  exprimées 
entièrement  en  symboles  par  les  collaborateurs,  les  corrections 
et  les  indications  historiques  qu'on  nous  enverra,  pour  en  tenir 
compte  dans  une  nouvelle  édition. 

Le  Formulaire  est  divisé  en  §§.  Chaque  §  a  pour  titre  un 
signe  idéographique.  Ces  signes  se  suivent  dans  un  ordre  tel 
que  tout  signe  résulte  défini  par  les  précédents  (à  l'exception 
des  idées  primitives). 


VIII 

Un  §  quelconque  contient  les  propositions  qu'on  exprime  par 
le  signe  du  §  et  par  les  précédents.  Ces  derniers  servent  à  classer 
les  propositions  d'un  §. 

En  conséquence,  on  trouvera  ici  la  place  d'une  proposition, 
déjà  écrite  en  symboles,  à  peu  près  comme  on  trouve  la  place 
d'un  mot  dans  un  dictionnaire. 

Toute  proposition  est  indiquée  par  un  nombre  qui  a  une 
partie  entière  et  une  décimale,  dans  le  but  de  fociliter  l'inter- 
polation. 

Le  signe  ^  indique  le  changement  de  la  partie  entière. 


Tui-iu,  1.  I.  1901. 

G.  Peano. 


FORMULAIRE   DE   MATHÉMATIQUES 


PREMIERE   PARTIE 

LOGIQUE    MATHÉMATIQUE 


§1         Cls     £    3     ;     3    <>    = 
^    1.  Notations 

'\      Les  lettres  ah  ...  z  a  ...  désignent  des  objets  quelconques. 

•2     On  divise  une  formule  en  parties  par  des  parenthèses  () 
[ ]   Il  ou  par  des  points. 

•3     «  Cls  »  signifie  «  classe  » . 

•4     Soit  a  une  Cls;  xsa  signifie  «x  est  un  a». 

•5     Soit  j;  une  proposition  contenant    une  lettre  x;  œsp  re- 
présente «  la  classe  des  x  qui  satisfont  à  la  condition  p  ». 

•6     {x;y)  ou  {x,y)  indique  le  couple,  ou  système  des  objets  x  et  y. 

•7     Soient  a  et  b  des  Cls.  a'^b  signifie  «  tout  a  est  b  ». 
Soient  j)  et  q  des  propositions  contenant  une  variable  x  ; 
p  .Dec.  q, 
signifie   «  de  p  on  déduit,  quel  que  soit  x,  la  q  » ,    c'est-cà-dire  : 
«  les  X  qui  satisfont  à  la  condition  p  satisferont  aussi  à  la  g  »,  ou 
{X32))  D  {X3q) 
Si  les  propositions  p  et  q  contiennent  deux  variables  x,  y, 
p  .'Z)x,y.  q 
signifie  :   «  tout  système  x,y  qui   satisfait  à,  la  condition  p  est 
aussi  une  solution  de  la  condition  q»,  ou  {x;y)3p  3  {^'■>y)3q- 
Et  ainsi  de  suite  pour  un  plus  grand  nombre  de  variables. 
On  sous-entend  les  indices  au  signe   D,  lorsqu'il  n'y  a  pas 
d'  ambiguïté  à  craindre. 


•8     ((f^b  ou  ab  indique  la  Cls  commune  aux  Cls  a  et  b. 

L'affirmation  simultanée  des  propositions  p  et  q  est  indiqué' 
par  p^q,  ou  par  pq. 

Pour  supprimer  des  parenthèses  on  convient  que  : 
pq'^r  signifie  (joq)  Z^'^^^pD  Q*^  signifie  p  ^  {qr). 
P-'DQ   ^^  P  3  ^   signifient  p  .3  ^^ 

•9     x=y  signifie  "  x  est  égal  à  y  ". 


Notes. 

•1.  Les  lettres  variables,  dans  le  Form.,  sont  toujours  en  italique. 

Les  signes  ayant  une  signification  constante   ont   une    forme   spéciale: 

^  =  -\ X  ••-,  0^  ^i6"  sont  Indiqués  par  des  lettres  grecques  e  i  2,  on  par 

des  lettres  romaines:  Cls  log  mod  ... 

On  rencontre  les  lettres  variables  dans  Aristote  pour  représenter  les  idées 
de  Logique  (V.  P4-4);  elles  sont  d'un  usage  commun  chez  Euclidc  pour 
indiquer  des  points,  des  lignes,  des  nombres,  etc.  (V.  §xPl-4). 

Dans  ces  notes  nous  dirons  qu'une  lettre  est  réelle  dans  une  formule,  lorsque 
la  valeur  de  la  formule  dépend  du  nom  de  la  lettre  ;  dans  le  cas  contraire  la 
lettre  est  apparente. 

P  signifie  «  proposition  » .  Ce  signe  n'est  pas  un  symbole  de  logique, 
car  il  ne  se  trouve   pas  dans  les  formules  ;  c'est  une   simple    abréviation. 

Une  P  (proposition)  ne  contenant  pas  de  lettres  variables  réelles  est  dite 
catéfjorique.  Sont  telles  les  théorèmes  et  les  définitions  ;  toutes  les  lettres  qui 
y  figurent  sont  apparentes. 

Les  P  catégoriques  ne  sont  pas   l'objet   du  calcul    logique. 

Une  P  contenant  des  variables  réelles  est  dite  conditionnelle. 

P.  ex.  la  P  :        soient  a  et  &  des  nombres  ;  on  a  ah  =z  ha 
est  catégorique.  La  P  :        ah  =l  ha 

est  conditionnelle  ;  elle  est  satisfaite  si  a  et  h  sont  des  nombres  ;  elle  ne  l'est 
pas  s'ils  sont  des  nombres  complexes  d'ordre  supérieur,  par  ex.  des  qua- 
ternions  -,  elle  n'a  pas  de  signification  si  a  et  &  sont  des  objets  dont  on 
n'a  pas  défini  le  produit. 

A  propos  des  signes  3  3  \  nous  donnerons  les  règles  pour  reconnaître,  à 
la  position,  les  variables  ai)parentes. 

Dans  le  langage  commun  les  mots  «  ceci,  cela,  le  même,  premier, 
deuxième,...  «  jouent  le  rôle  des  lettres  variables.  On  pourrait  les  remplacer 
par  les  nombres  1,  2,...  en  faisant  des  conventions  opportunes  pour  ne  pas 
produire  des  ambiguïtés  dans  l'Arithmétique.  Voir  F1807  p.2G. 

•2.  On  écrit  un  point  là  où  l'on  fait  la  division.  Si  h  cette  place  on  a  dt^j;\  nn 
point,  on  écrira  un  nouveau  point,  et  ainsi  de  suite.  Si  a,  h,  c,  ...  désignent 
des  signes  (jucl conques,  les  groupements: 


a.bc  ab.c  ab.cd  a:bc.d  ab.cd:e.fy.-.hh.l 

seront  identiques  à 

a(Pc)  {ab)c  {ah){cd)  a[{bc)d]         \[{ab){cd)][e{fg)]\[{hk)l] 

Nous  donnons  la  préférence  aux  ijarenthôses  dans  les  formules  algébriques 
et  dans  les  îormnles  composées  comme  les  algébriques,  et  aux  points  pour 
séparer  les  propositions  partielles  d'un  théorème;  car  dans  ce  cas  les  pa- 
renthèses seraient  absolument  encombrantes. 

Pendant  longtemps  on  a  indiqué  le  groupement  des  parties  d'une  for- 
mule par  une  barre  horizontale  supérieure  ou  inférieure,  dite  vinculum 
(Chuquet,  Leibniz,  ...).  Selon  cette  convention  les  groupements  précédents 
seront  indiqués  p.ar 

abc.  abc  abcd  abcd  abcdefghkl 


Cette  convention,  très  claire,  présente  quelque  difficulté  typographique. 
Elle  ne  se  rencontre  plus  aujourd'hui  que  dans  les  fractions  et  les  racines. 

Si  l'on  complète  les  vinculums,  en  les  écrivant  aussi  sous  une  lettre  seule, 
on  voit  qu'il  y  a  autant  de  points  que  d'espaces  vides  dans  les  vinculums  ; 
les  points  sont  les  compléments  des  vinculums. 

La  suite  de  trois  lettres  peut  être  décomposée  dans  les  deux  formes  écrites  ; 
la  suite  de  quatre  lettres  abcd  dans  les  5  formes  : 

a  :  bc  .  d        a  :  b  .  cd        ab  .  cd        a  .  bc  :  d        ab  .  c  :  d, 
et  en  général  la  suite  de  n  lettres  peut  être  décomposée  en  (2rt)!/[«!(/i+l)!] 
combinaisons  binaires  différentes.  (F1894  §10). 

Plusieurs  conventions  ont  pour  bvit  de  supprimer  des  divisions:  P50,  9'1, 
§w  Pl-1,  §-  P1-2--4,  §a  Pl-01,  §+  P5-2,  §X  Pl-02  ... 

Pour  les  faire  mieux  ressortir,  nous  donnerons  aux  signes  des  dimensions 
différentes,  et  nous  nous  aiderons  des  espaces  typographiqiies. 

Les  parenthèses  et  les  points  sont  des  signes  de  l'écriture  commune,  bien 
que  l'usage  soit  différent  ;  dans  les  langages  ordinaires  le  groupement  des 
mots  est  indiqué  par  la  construction. 

Les  symboles  du  Formul.  ont  une  signification  constante.  En  adoptant 
les  parenthèses  pour  grouper  les  parties  d'une  formule,  on  ne  pourra  pas 
les  adopter  dans  une  autre  signification.  Nous  ne  pourrons  pas  indiquer  par 
(a)  une  puissance  de  «,  avec  Girard  a. 1629  (voir  §Q  Pô3n),  ou  la  partie 
entière  de  a,  ou  la  valeur  absolue  de  a,  ou  une  fonction  de  a.  En  général 
une  lettre  seule  ne  sera  jamais  renfermée  entre  parenthèses,  car  elle  n'est 
pas  groupée. 

•3.  Le  symbole  CIs  a  la  forme  K  dans  F1889  et  dans  les  travaux  de  plusieurs 
Auteurs.  Il  a  la  valeur  du  mot  «  oqoç  »  d'Aristote,  «  terminus  »  des  scolas- 
tiques;  et  correspond  aussi  à  «idée  générale,  nom  commun,  ...»  du  langage 
ordinaire,  et  aux   expressions  «  ensemble,  Menge  »   des  mathématiciens . 

Leibniz  prend  pour  exemples  les  classes  de  points,  ou  figures;  ce 
sont  des  segments  de  droite  dans  PhilS.  t. 7,  p. 229,  236,  ...  et  des  cercles 
dans  ses  manuscrits  conserves  à  la  bibliothèque  de  Hannover,  Philosophie, 
t.7  fasc.  B.4.  fol. 1-3. 


Ces  figures  ont  été  aussi  adoptées  par  Euler,  a. 1768,  et  par  d'autres. 

Dans  l'Aritlimétique  les  symboles  suivants  représentent  des  Cls  : 
N  ou  Ni  =  «  nombre  entier  positif  » 
Np  =  «  nombre  premier  » 
et  par  une  convention  générale: 

a-|-X  =  «  a  plus  un  N  »  ou  «  nombre  plus  grand  que  a  » 

aXN  =  Nx«  =  «  multiple  de  a  » 

N'  =:  «  nombre  carré  » 

N'-(-N'  ■=.  «  somme  de  deux  carrés  » . 

Dans  le  F,  les  symboles  simples  n  R  r  inth  i?  Q  q  0  0  put  vct  quatcrnio 
indiquent  aussi  des  Cls. 

Les  signes  0  1  2  ...  X  e  jt  C  i  désignent  des  individus.  Sur  la  relation 
entre  individus  et  classes,  voir  §(. 

•4.  £  est  la  lettre  initiale  du  mot  èazL 

Exemples  :  9  s  N'        13  £  N'+N^        2«'— 1  s  Np 

Sur  la  possibilité  de  remplacer  le  signe  £  par  une  autre  convention  voir 
F1897  note  à  la  P2. 

■5.  On  peut  lire  le  signe  3  par  le  mot  «  qui  ». 
Exemple  :  1  £  X3{x-—^x^2  =0) 

«  l'unité  est  une  racine  de  l'équation  entre  parenthèses  ». 
Autres  ex.  : 

§quotPl-0  §DvrPl-0  §rap  P2-6  §i9P-0  §MedPl-0  §;.Pl-0  §q' P4-0... 

Dans  la  formule  xsp,  la  lettre  x  est  apparente. 

Les  deux  signes  X£  et  X3  représentent  des  opérations  inverses. 

Si  l'on  écrit  le  signe  xe  en  avant  d'une  Cls,  on  a  une  P  [contenant  la 
variable  x\  réciproqxiement  si  l'on  écrit  le  signe  X3  en  avant  d'une  P  de 
cette  nature,  on  obtient  une  Cls. 

Les  Cls  et  les  P  conditionnelles  ne  sont  donc  que  deux  formes  pour  repré- 
senter la  même  idée.  Nous  préférons  opérer  sur  les  Cls.  Une  P  condi- 
tionnelle, contenant  une  variable  ce,  sera  considérée  sous  la  forme  xsa,  où 
a  est  une  Cls. 

■6.  Dans  la  notation  (a;,?/),  très  répandue  en  Analyse  lorsqu'il  s'agit  de 
fonctions  de  plusieurs  variables,  les  parenthèses  sont  nécessaires,  pour  ne 
pas  produire  des  ambiguïtés  avec  la  notation  P4-0. 

On  peut  les  supprimer  dans  la  notation  {x-^y) ,  où  les  paro«thèses  ont  la 
valeur  expliquée  par  la     PI  2. 

x;y;z  indiqiui  le  système  des  trois  variables  x,  y,  z,  qu'on  peiit  considérer 
comme  le  couple  formé  par  ix;y)  et  z.  Voir  P9-1. 

Soit  p  une  P  contenant  deux  variables  x  et  i/  ;  {x\y)3p  représente  la 
classe  des  couples  {x;y)  qiii  satisfont  à  la  condition  p. 

Si  a  est  une  Cls  de  couples,  {xii/)sa  représente  iine  relation  entre  les  deux 
objets  X  et  y,  et  toute  relation  entre  les  d'eux  variables  sera  ici  écrite  sous 
la  forme  (xyy)  s  a. 

Ex  :        (;}/.-)  ;  4/5)  f  (.r;?/)3(.r--f  ?/»  =1) 
signifie  «  le  couple  (3/5  ;  4/5)  satisfait  à  l'équation  x*-\-y- =:1  r-. 


•7.  La  P  cry^i  qu'on  peut  aussi  lire  «  la  classe  a  est  contenue  dans  la  6  » 
est  dite  «  universelle  affirmative  » . 

Aristote  a  exprimé  la  relation  a~y)  par  une  périphrase  (Voir  P-il);  Leibniz 
par  «a  est  6»,  et  par  a\  6.  Segner  a.  1740  et  Lambert  a.  1765  respecti- 
vement par  a<;6  et  «>6;  car  le  signe  3  correspond  au  signe  •<  ou  >,  ou 
mieux  à  <  ou  ^,  de  l'Algèbre,  selon  que  dans  la  classe  on  considère  le 
nombre  des  individus  qui  la  composent,  ou  le  nombre  des  idées  qiii  la 
déterminent. 

Le  signe  13,  qu'on  peut  lire  «  est  contenu  »,  est  xmc  déformation  de  Q, 
lettre    initiale  renversée  du  mot  «  contient  » . 

Il  a  été  introduit  par  Gergonne  a. 1816.  Voir  RdM.  t. 6  p. 183. 

Les  signes  s  et  3  oii^t  des  propriétés  diiférentes  ;  la  relation  3  est  tran- 
sitive, la  e  ne  l'est  pas  (Pié)  ;  la  e  est  distributive  par  rapport  à  w,  la  3 
ne  l'est  pas  (§u  PiO)  ;  la  s  est  commutative  avec  -,  la  3  ne  l'est  pas 
(§- Pl-5).  Une  autre  différence  est  donnée  par  §3P1-1.  Les  signes  £  et  H) 
sont  liés  par  des  relations,  dont  la  plus  importante  est  §r  P-2. 

Dans  la  formule  pZ^q,  2^  s'appelle  Hypothèse,  abrégé  en  Hyp  ou  Hp, 
et  q  la  thèse,  abrégé  en  Ths. 

On  sous-entend  les  indices  à  3>  lorsqu'il  est  le  seul  signe  de  déduction; 
ou  lorsqu'  il  représente  la  déduction  principale,  qui  porte  le  plus  grand 
nombre  de  points  à  ses  côtés;  ou  si  le  théorème  a  la  forme  pZDiqlJr). 
Les  indices  sous-entendus  sont  toutes  les  variables  réelles  contenues 
dans  l'Hp. 

Les  lettres  qui,  exprimées  ou  sous-entendues,  figurent  comme  indices  au 
signe  3  sont  apparentes  dans  la  déduction. 

Opérer  par  xs  sur  la  P  universelle  a~^b 

signifie  la  transformer  dans  la  déduction  xsa  .3a;  •  xsb 

«  de  la  condition  xsa  on  déduit  par  rapport  à  a;  la  xsb  ». 

Opérer  par  X3  sur  la  déduction  p  ,3x  .  q 

signifie  la  transformer  dans  la  P  universelle        (xs]))  3  (xsq) 

Ex.  6N  3  2N         «  tovxt  multiple  de  6  est  pair  » . 

Opérons  par  cce  ;  on  a  :  a?£  6N  .3.  a;£2N, 

où  l'indice  x  au  signe  3  est  sous-entendu. 

Ex.  rtf  Np  .3.  (a— l)!-fl  £NX« 

Le  signe  3  se  rencontre  aussi  entre  P,  sans  porter  des  indices  :  P7"01. 

Quelquefois,  dans  les  démonstrations,  le  signe  3  lie  deux  théorèmes, 
et  ne  porte  pas  d'indices.  C'est  alors  une  abréviation  du  mot  «on  déduit». 
Cette  abréviation  se  rencontre  sous  la  forme  •.•  dans  Pel  1  (v.  RdM.  t.6  p. 123), 
et  sous  la  forme  q  dans  Abel  t.l  p. 36.  Dans  ce  cas  on  peut  considérer 
les  signes  des  idées  primitives  comme  indices  à  3- 

Dans  le  F,  lorsqu'on  rencontre  l'expression  xsa,  a  est  toujours  une  Cls. 
Analoguement  dans  la  formule  a'Z)b,  si  un  membre  est  une  Cls,  l'autre 
l'est  aussi.  On  pourrait  remplacer  la  P"4  par  «  xsa  signifie  a  est  une  Cls, 
et  X  est  un  a  »,  c'est-à-dire  ajouter  la  P:        xsa  .3-  «f  Cls     ;F1889P52  \ 

Voir  Padoa  RdM.  t.6  p.l05. 


•8.  Le  sif^ne  n,  qu'on  peut  lire  «e/»,  et  qu'on  appelle  signe  de  la  multi- 
plication logique,  est  en  général  sous-entendu  entre  des  P. 
Ex.  (2N)r^(3N)  D  6N  6N  D  (2Ny<3N) 

Npn(4N-}-l)  D  N^-l-N^  Girard   a.  1634  p.  156  : 

«  Tout  nombre  premier  qui  excède  un  nombre  quaternaire  de  l'unité  se 
peut  diviser  en  deux  quarrez  entiers.  » 

aeX  .D.  a(a+l)  £  2N  .  a(a-f  l)(a-f  2)  s  6N 
«êN  .  «•-£  N3  .3.  afiN^"  aeN  .  a<17  .Z).  a'— a+lT  £  Np 

Dans  ces  ex.  l'indice  a  au  signe  Z)  est  sous-entendu. 

a£  Np  .  &£  N+1  .D.  &^-i— 6  £  Nxa  |  Format  | 

Ici  le  signe  ZD  porte  les  indices  sous-entendus  a  et  6. 
Ex,  où  3  a  des  indices  explicites  : 

se  Cls  .  l£s  :  xss  .ZDx  •  ^c+l  £  s  O.  ND**  (  principe  d'induction  ) 

§_|_4.3  §—3-2  4-0  §/3-2  5-0  32-1-2-5-6-9  §Num  •23-24   §mltl-0  §mp  1-5  ... 

•9.  Le  signe  d'égalité  a  la  forme  oc  ou  oo,  déformation  de  la  lettre  ini- 
tiale de  œqualis,  de  Vie  te  à  Leibniz  ;  la  forme  ^de  Recorde  a. 1557, 
{The  Whetstone  of  wifte  or  the  second  imrt  of  arithmetike)  a  été  probable- 
ment empruntée  aux  Mss.  du  moyeu  âge  dans  lesquels  il  signifie  «  est  » . 
Voir  Henry  Revue  Archéologique  a. 1879  t. 38  p. 5.  Cette  forme  adoptée 
par  Wallis  et  Newton,    est  devenue   ensuite  d'usage  universel. 

La  plus  grande  partie  des  propositions  contenues  dans  le  Formul.  s'ex- 
prime par  les  seuls  signes  de  logique  f ,  ID,  et  o  (sous-entendu),  combinés 
avec  les  signes  algébriques. 

Le  symbole  Cls  nous  est  nécessaire  dans  les  propositions  de  Logique  ;  le 
signe  3  nous  explique  le  double  rôle  du  signe  Z)  entre  classes  et  entre 
propositions  ;  le  système  de  variables  se  rencontre  comme  indice  au  signe  D- 

^    2.  Définitions 

Df  signifie   «  définition  ». 

Dfp       »        «  définition  possible  ». 

Une  Dfp  est  une  égalité  qui  contient  dans  un  membre  un 
signe  qui  ne  figure  pas  dans  l'autre,  ou  qui  y  figure  dans  une 
position  différente.  Nous  la  dirons  aussi  «  possible  absolument  » . 

Si  les  deux  membres  contiennent  des  lettres  variables,  et  s'il 
faut  limiter  la  signification  de  lettres,  l'égalité  suit  une  Hp. 

Supposons  ordonnés  les  signes  qui  représentent  les  idées  d'une 
science. 

Une  Df- possible  absolument  d'un  signe,  sera  aussi  possible 
relativement  h.  l'ordre  fixé,  si  elle  exprime  le  signe  par  les 
précédents. 


Dans  ce  cas,  on  peut  la  prendre  comme  Df  du  signe.  S'il  y 
a  plusieurs  définitions  possibles  du  signe,  relativement  à  l'ordre 
fixé,  ou  choisira  la  plus  commode  comme  définition  réelle. 

Une  idée,  qui  n'a  pas  de  définition  possible,  relativement  à  un 
ordre  fixé,  s'appelle  «  idée  primitive  »  relativement  à  cet  ordre. 

Il  convient  de  donner  aux  idées  d'une  science  un  ordre  tel 
que  le  nombre  des  idées  primitives  soit  le  plus  petit. 

Les  idées  primitives  sont  ici  expliquées  par  le  langage  ordi- 
naire, et  sont  déterminées  par  des  Pp  (P  primitives)  ;  celles-ci 
jouent  le  rôle  de  définitions  par  rapport  aux  idées  primitives, 
mais  n'en  ont  pas  la  forme. 

Une  définition  est  vraie  par  convention.  Sa  raison  d'être  est 
un  fait  historique,  ou  la  volonté  de  l'Auteur.  On  ne  peut  pas 
en  donner  une  démonstration  mathématique. 

Toute  définition  doit  être   «  homogène  » ,  c'est-à-dire  : 

a)  Les  deux  membres  de  l'égalité  qui  constitue  la  Df  doivent 
contenir  les  mêmes  variables  réelles  ; 

b)  Si  l'on  définit  une  fonction  nouvelle  de  fonctions  connues 
des  lettres,  le  second  membre  doit  contenir  seulement  les  der- 
nières fonctions. 

Tout  signe  ou  mot  rigoureusement  défini  peut  être  supprimé 
en  le  remplaçant  par  sa  valeur  ;  autrement  dit,  toute  Df 
exprime  une  abréviation  théoriquement  non  nécessaire,  mais 
commode,  et  quelquefois  pratiquement  nécessaire  pour  le  progrès 
de  la  science.  Cette  suppression  d'un  signe  défini  est  un  excer- 
cice  très  utile  à  faire,  dans  quelques  propositions,  à  fin  de 
vérifier  si  les  définitions  sont  justes. 

Si  l'on  n'arrive  pas  à  remplacer  partout  le  signe  défini  par 
sa  valeur,  on  déduit  que  la  définition  n'est  pas  énoncée  en 
forme  exacte. 

P.  ex.  sont  des  Dfp  du  nombre  «  e  »  les  §e  Pl-0-01-03-61  22,  et  aussi  la  1-62 
un  peu  transt'onnée  ;  aucune  autre  P  du  même  §  n'a  le  caractère  de  Dfp. 

Dans  le  F  nous  désig-nerons  par  Dfp  seulement  celles  qu'on  pourrait 
prendre  commodément  comme  Df. 

Sont  sans  Hp  les  Df  des  individus  :  123...ooeCi;r, 

et  des  Cls  :         Nj   n   R  r   infn  Np  »!>  Q  q  q'. 

Ont  une  Hp  les  Df  de  -|-   >  —  X  /  ^  Num  2"  77  !  C  mod  max  quot 
rest  E  ^  Dvr  mit  mp  0  1'  Log  Med  A  lim  D  /  sin  ... 


Ex.  (le  Dfp  :  §+  8-6     §>  2-4-7     §-77     §X  2-0    §/  3-01  1501  32-5-9 ... 
Quel    que  soit    l'ordre    fixé,  il  y  a  nécessairement  des   idées   primitives, 
car  on  ne   peut    pas  définir    la  première  idée,    ni    le  signe   =,   qui  figure 
dans  toute  définition. 

Si  l'on  change  l'ordre  des  idées  d'une  science,  une  P  qui  jouait  le  rôle 
de  Df  peut  se  transformer  en  une  Dfp;  une  idée,  qui  était  primitive 
relativement  au  premier  ordre,  peut  être   définie,  et   réciproquement. 

Padoa,  dans  sa  conférence  au  congrès  international  de  Philosophie  (Paris 
3  Août  a. 1900),  a  proposé  des  règles  pour  réconnaître  Tirréductibilité  d'un 
système  de  symboles  par  rapport  à  un  système  de  Pp. 

Nous  rencontrons  trois  idées  primitives  dans  l'Arithmétique  f§-|-Pl);  et 
trois  dans  la  Géométrie  (§  vct  Pl-0,  2-0  et  80). 

Plusieurs  A.  appellent  «  définitions  »  des  P  qui  n'ont  pas  la  forme  de 
nos  «  Df  »,  lesquelles  sont  alors  dites  «  définitions  nominales  ».  Selon 
d'autres,  «  Definitio  »  est  le  second  membre  de  l'égalité,  dont  le  premier 
est  le  signe  qu'on  définit. 

Une  Df  doit  être  une  P  complète,  intelligible  même  détachée  du  texte. 
Quelques  A.  appellent  «  définition  »  la  formule  qui  figure  dans  la  P,  et  qui 
est  une  partie  de  la  Df  ;  alors  il  y  a  la  crainte  que  l'idée  qu'on  veut  définir 
se  rencontre  déjà  dans  les  Hp,  ou  dans  les  parties  non  écrites  ;  ce  qui  peut 
arriver  notamment  en  Logique  pure. 
P.  ex.  la  P  incomplète  a — a  =0  n'est  pas  une  Dfp. 
La§-Pl-41:  asN  .13.  «— a  =0  est  une  P  complète,  vraie,  et  non 
une  Dfp,  car  un  membre  contient  la  variable  réelle  a,  qui  ne  figure  pas 
dans  l'autre. 

Si  l'on  considère  comme  une  bonne  Df  la  P  citée,  il  faudrait  aussi  con- 
sidérer comme  telle  la  P  a,bs  N  .3-  «— &  =  1,  qui  a  la  même  forme,  et  qui, 
étant  fausse,  serait  vraie  par  définition. 

La  P  (§vct3'l):  0=  «valeur  constante  de  a — a,  où  aeN,  ou  un  vct,  » 
est  une  Dfp.  La  lettre  a  dans  le  second  membre  est  apparente. 

Les  §/  P5-2,  12-2  sont  des  égalités  qui  contiennent  dans  les  deux  membres 
es  mêmes  lettres  réelles  ;  on  ne  peut  pas  les  prendre  comme  Df  de  la 
somme  et  du  produit  de  deux  R  ;  car  si  a,b,c,ch'ti,  la  somme  (alb)-\-{cj(l) 
doit  être  définie  comme  fonction  de  ajb  et  de  cjd,  et  non  de  a,b,c,d.  Le 
rapport  ajb  est  fonction  de  a  et  6,  mais  non  réciproquement. 

P.  ex.  on  ne  peut  pas  définir  une  opération  ,«  (moyen)  par  la  P  : 
a,b,c,ds'^  .Z^.  {alb)fi{cjd)  =  {a-\-c)l{b-\-d),     car  on  déduirait: 
-(l/2!/<i2/3)=:(3/5)     ;     (2/4X2/3)  =  (4/7),     d'où  l'absurdité  3/5  =  4/7. 
Analoguemcnt  les  §Num  -bl-Gl  ne  sont  pas  des  Dfp. 
Présentent  quelques  difficultés  les  définitions  «  par  abstraction  »,  où  l'on 
définit  l'égalité  de  la  même  fonction  do  deux  variables,  sans  définir  cette 
fonction.  Ont  cette  forme  les  §Xum  -0,  §1'  2-0  §vct  7-1. 
Ex.  de  Df  «  par  induction  »:  §-}- 3-1-2,  10-1-2,  DfX,  DfZ". 
Ex.  d;^  Df  où  les  deux    iiu'iiihrt'S   sont  connus:  §-  P2-4,  î:|.Subst  1-4. 


^     3.  Démonstrations 

Dem  ou  Dm  signifie  «  démonstration  ».  En  général  les  dé- 
monstrations sont  renfermées  entre  [  ]. 

En  supposant  ordonnées  les  P  d'une  science,  une  Dm  doit 
déduire  une  P  des  précédentes.  Une  P  peut  avoir  plusieurs 
démonstrations  ;  il  peut  arriver  que  l'on  puisse  déduire  une  P 
d'autres  qui  la  suivent;  on  pourrait  appeler  «  démonstrations 
possibles  »  ces  déductions  ;  elles  deviennent  des  démonstrations 
si  l'on  change  l'ordres  des  P.  Ex.:  §u  P2-6,  %l  '61. 

Les  P  dont  la  Dm  manque,  s'appellent  Pp  (propositions  pri- 
mitives). Si  dans  une  science  il  y  a  des  idées  primitives,  il  y 
aura  aussi  des  Pp,  qui  fixent  la  valeur  des  premières. 

Une  P  est  primitive,  si  l'on  ne  l'a  pas  démontrée.  Dans  plu- 
sieurs cas  on  prouve  qu'un  système  de  n  Pp  est  irréductible  ; 
pour  ce  but  on  donne  aux  idées  primitives  n  interprétations 
différentes  de  la  réelle,  et  telles  que  chacune  satisfasse  à  toutes 
les  Pp,  une  à  la  fois  exceptée.  Voir  §+. 

Dans  quelque  cas  on  prouve  seulement  que  chaque  Pp  est 
indépendante  des  précédentes  ;  on  en  prouve  «  l'indépendance 
ordonnée  » .  Voir  §  vct. 

Les  démoustrations,  dans  les  sciences  mathématiques,  sont  composées 
d'une  suite  de  propositions  convenablement  liées. 

Ces  P  ne  diifèrent  des  théorèmes  que  par  leur  moindre  importance.  Nous 
pouvons  donc  les  exprimer  complètement  en  symboles. 

La  liaison  entre  les  P  est  indiquée  dans  le  langage  ordinaire  par  «  on 
déduit  »,  que  nous  traduirons  par  3-  C'est   une   forme    de    raisonnement. 

Les  lois  de  logique,  contenues  dans  la  suite,  ont  été  en  général  trouvées 
en  énonçant,  sous  forme  de  règles,  les  déductions  qu'on  rencontre  dans  les 
démonstrations  mathématiques. 

Parmi  les  règles  plus  importantes  il  j  a  le  syllogisme,  la  composition, 
l'exportation,  l'importation,  la  substitution,  et  la  simplification. 

Soient  j),  q,  r,  s  des  propositions. 

■1.  Syll,  abréviation  de  Syllogisme,  indique  la  forme 
pZDg  •  qZ)r  O-  P'Dr  . 

Si  les  propositions  sont  réduites  à  la  forme  xsa,  où  a  est  une  Cls,  le 
syllogisme  est  exprimé  par  la  P4-4.  Mais  nous  appliquerons  le  Syll  même 
lorsqu'il    s'agit  de  P  non  encore  réduites  à  la  forme  xea. 
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•2.   Cmp  (composer)  indiqiio  la  forme 

pZDq  ■  iKDr  O-  pD  qr  . 

Voir  P5'4.  En  combinant  les  raisonnements  Cmp  et  Syll,  on  a  la  forme: 
P5-61  pDq  .  pDr  ■  qr  3s  O.    pZ^f  • 

•3.  Importer  signifie  passer  de  la  proposition  pZDqZ)^^  ^  ^a  pqZ^r. 

En  réunissant  les  hypothèses,  on  réunit  aussi  les  indices  au  signe  3- 

•4.  Exporter  indique  la  transformation  inverse.  Voir  P9-3. 

Par  ex.  soit  la  P  :  aeN  .  be  Nx«  .  ce  Nxô  O-  es  Nx« 

où  le  signe  3  porte  les  indices  sous-entendus  a,&,c. 
Export  .3:  asN  .  &£  NXa  .3:  cf  Nx&  -"Do  ■  cf  NXa 

Opérons  par  C3  :  aeN  .  6e  Nx«  3-  Nx6  3  Nxa. 

•5.  La  substitution  consiste  à  remplacer  dans  un  théorème  a  de  la  forme 
p'3x,y...qi  les  lettres  variables  ce,?/,...  par  des  expressions  constantes  ou 
variables  «,6...  ;  on  désigne  par 

{a,-b,...)\{x,y,...)  Pa 
la  nouvelle  P.  Le  signe  |  sera  étudié  dans  son  §. 

•6.  Toute  P  doit  être  écrite  sous  sa  forme  la  plus  simple.  Si  l'on  effectue 
une  substitution  dans  une  P,  il  peut  arriver  que  la  nouvelle  P  ne  se  pré- 
sente pas  sous  la  forme  la  plus  simple  ;  il  faut  la  simplifier  comme  suit  : 

a)  Si  l'Hp  ne  contient  plus  de  lettres  variables,  et  si  elle  est  vraie, 
on  la  supprime,  et  l'on  affirme  la  Ths.  Voir  P-iS. 

P.  ex.  soit  la  P  cce  Np  .3.  (x— 1)!+1  e  NXa;  (a) 

(11  I  cc)Pa  O:  lie  Np  .3.  10!+1  e  N  X  H 

Siraplif  .3.  10!-fleNxn. 

h)  Si  dans  l'Hp  il  y  a  comme  facteur  logique  une  P  vraie,  on  la  supprime. 
Ex.  De  la  P:  "  «,&£N  .3.  («+&)=  =  a2+2a&+&-  (a) 

(1  I  6)Pa  .  Simplif  .3:  rteN  .3.  (a+l)'  =  a-+2rt+l. 

Si  l'on  exporte  la  P  vraie,  la  règle  6)  est  conséquence  de  la  règle  a). 

c)  Réciproquement  on  peut  unir  à  l'Hp  des  P  vraies. 

Soit  a  un  théorème  :        Hp  .  a  .3.  Ths        est  donc  une  forme  abrégée  de 
«  .3:  Hp  .3.  Ths. 

d)  Si  dans  l'Hp  il  y  a  comme  facteur  logique  une  P  conséquence  des 
autres,  on  la  supprime. 

e)  Si  dans  l'Hp  il  y  a  un  facteur  logique  non  nécessaire,  on  le  supprime. 

f)  Réciproquement  on  peut  ajouter  à  l'Hp  des  facteurs  non  nécessaires  ; 
cela  revient  à  dire  que  de  l'affirmation  simultanée  de  plusieurs  propositions, 
on  peut  déduire  l'affirmation  de  chaque  proposition.  Voir  P5-3. 

D'autres  formes  de  raisonnement  seront  indiquées  par  un  nom  : 

Distrib(£,n)        Operr»          Commn  Assoca  Distrib(3,o)  Distrib(3,A) 

P51                5-5                6-2  6-3  7-3  8-2 

istrib(£,w)        Operu          Commw  Assocw  Distrib^A,o)  Distrib(3,»j)D 

§u40                1-5                2  2  2-3  31  41 

Transp                  Oper^  Eliminer. 

§-  2-3-4  37-71  4-2        §3  1-21  21 
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Les  P  de  logique  sont  en  g-énéral  évidentes.  Les  démonstrations  n'ont 
pas  pour  but  de  nous  assurer  de  la  véi-ité  de  ces  P,  mais  seulement  de 
réduire  plusieurs  de  ces  modes  de  raisonnement  à  d'autres  plus  simples. 

Dans  le  Formul.  une  démonstration  est  réduite  à  une  suite  de  transfor- 
mations, suivant  des  régies  mentionnées,  de  l'Hp  dans  la  Ths.  Ces  trans- 
formations sont  analogues  aux  règles  algébriques  pour  résoudre  un  système 
d'équations. 

La  classification  des  propositions  en  primitives  et  en  dérivées,  et  la  dé- 
monstration de  l'indépendance  absolue  ou  ordonnée  des  premières,  a  été 
faite  pour  différentes  branches,  à  l'aide  des  symboles  logiques  dans  RdM. 
a.l891  p. 93,  a.l894  p. 52,  par  Burali-Forti  RdM.  a.l893  p.79,  a.l899  p.l41, 
Padoa  RdM.  a.l895  p. 185  note,  Pieri  TorinoM.  a. 1898  t.48  p.60,  etc. 


^4.  De 

•0     as  Cls  r):  œ,y£a  .=.  ccea  .  y  sa  Df 

«  Soit  a  une  classe  ;  nous  écrirons  x,ysa,  qu'on  lira  "ce  et  y  sont  des  a"' 
au  lieu  de   xea  .  y  sa  » . 

La  formule  x,y^z£a  signifie  x^ysa  .  zza 

"  a;  et  j/  sont  des  a,  z  est  un  a  ,,  ,  qu'on   lira  "  a;,  y,  z  sont  des  a  ,,;  et 
ainsi  de  suite  quel  que  soit  le  nombre  des  sujets. 

Ex.  22—1,  23—1,  25—1  f  Np 

a,&£N  .D-  ab  —  ha  .  a^-\-h-^2al) 

•1     a,hs  Cls  .3'.  a'^b  .=:  xsa  r^^.  œsb    Dfp     \  F1889  P50  | 

j  Oper^re  \        \  O^qv  X3  \ 

Cette  P  relie  les  deux  fonctions  du  signe  D  entre  Cls  et  entre  P,  et  ex- 
prime les  règles   <  opérer  par  ces,  ou  par  X3  ».  Voir  Pl-7. 

Si  l'on  considère  le  signe  3  entre  P  comme  une  idée  primitive,  la  P-1 
définira  le  même  signe  entre  Cls. 

Réciproquement  on  pourrait  essayer  de  prendre  comme  idée  primitive 
la  valeur  du  signe  3  entre  Cls,  et  d'en  déduire  la  valeur  entre  les  con- 
ditions xza  xsb  par  la  même  P'I.  Mais  cette  P  contient  déjà  le  signe  3 
avec  la  signification  «  on  déduit  »  entre  l'Hp  et  la  Ths. 

•2     asCls  .'^.  a~^a  \  Leibniz  voir  P5-3  | 

•3     a,bs  Cls  .  aZ)b  .  xsa  Q.  xsb  \  F1889  P55  | 

[     P-l  .Z).  a,6eCls  .  aOb  -D:  ^£«  -Dx  •  xsb  (1) 

(1)  .  Import  .D.  P     ] 
Appelons  /?  et  q  les  conditions  xsa  xsb.    Par    la   P-1,    la   P-3   devient  : 
P  ZDç  •  P  O-  Ç  «  si  de  p  on  déduit  q,  et  si  la  p  est  vraie,  la  q  sera  vraie  » . 
Cette  forme  de  raisonnement  est  une  espèce  de  syllogisme. 
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•4    a,h,C£  Cls  .  aZ^h  .  hZ)c  O-  «De  |  Syll  i 

j  Arlstoteles,  Analytica  Priora,  lib.  I,  cap.  IV: 
«  El  tÔ   a    y.arà   navroç    xov  B,    xal  tô  B   yjxrà   navTbg    rov    T, 
àvdyy.}]  rb  A  xarà  navxhç  xov   F  xaxr]yoQ£Ïo6cu.  »  j 
I  Leibniz  Mss.  Philosophie  viiB  4  fol.17: 
«  Nota  r  aut  vox  est.    eFd  sive  dl  e.     Si  eTd  et  dFa  tune  eTa.  »  j 

Cette  P  exprime  le  «  syllogisme  »  abr6g-é  en  Syll. 

Soit  xay  une  relation  entre  les  objets  x  et  y.  Elle  est  dite  «  transitive» 
si  xay  .  yaz  ."Z).  xaz. 

Le  Syll  dit  que  la  relation  ^    est  transitive.  La  relation  s  ne,  l'est  pas. 
P.  ex.  de  7s  Np 

et  Np  e  (  ensemble  infini  illimité  dénombrable  ) 

on  ne  peut  pas  tirer  de  conséquence.  On  dit  que  s  a  le  sens  composé  (.sen- 
sus  compositi),  et  3  le  sens  divisé  (sensus  divisi).  xsa  dit  que  a  est  une 
propriété  de  x  -^xZ^a  dit  que  a  est  une  propriété  des  individus  de  la  classe  x. 

•5     a,b,c,d8Cls  .  a~^b  .  h^c  .  c~^d  .3-  ciZ^d 

[    Hp  .  Syll  rj.  ajc  .  c^d  .  Syll  .3.  Tlis     ] 

•6    a,b,c£C[s  .3=  a'^b^c  .=.  a^b  .  b'^c  Df 

Cette  abréviation  se  rencontre  dans  quelques  démonstrations. 


•0    a,b£  Cls  r^:     ab  =  ctrb    :    œe  ab  .=.  xe  (ab) 
a,b,c£  Cls  .^:  abc  =  (ab)c    : 

ab  =c  .^.  {ab):i=c    :    a=z  bc  .=:.  a=^{bc)    : 
ab  "^c  .■=.  {ab)'^c    :    a^  bc  .=.  a'^bc)     Df 
Ces  conventions  ont  pour  but  de  sous-entendre  le  signe  n  et  des  parenthèses. 

•1     a,b£  Cls  r):  x£  ar^b  .=.  X£a  A  X£b     Dfp        |  Distrib(£,  ^)  \ 

\  F1889  P47  } 

Cette  égalité  est  une  Dfp  (définition  possible),  car  le  signe  r\  figure  dans 
le  premier  membre  entre  Cls,  et  dans  le  second  entre  P.  Si  l'on  suppose 
connue  sa  valeur  entre  P,  on  en  déduira  la  valeur  de  la  formule  xs  ab  ; 
mais  pour  avoir  dans  le  premier  membre  ab  seul,  il  est  encore  nécessaire 
de  faire  la  transformation  indiquée  par  la  P8-2. 

Réciproquement  si  l'on  considère  comme  une  idée  priinitivo  le  produit  (d> 
de  doux  Cls,  on  déduira  la  valeur  du  produit  logique  entre  les  P  xsa  et  xib. 
Mais  l'Hp  «,&£  Cls,  d'après  la  P-iO  est  déjà  le  produit  logique  de  deux  P. 


13 


Soient  xay  et  xfiy  deux  fonctions  de  x,y.  L'opération  a  est  dite  distribu- 
tive  par  rapport  à  la  /?,  si  l'on  a 

xa{y^z)  =  (xay)^{xaz)  iDistrib(a,/5)| 

ou  {y§z)ax  =.  {yax)P{zax) 

Le  signe  à  droite  indique  le  théorème  qui  exprime  cette  propriété. 

P.  ex.  l'opération  arithmétique  X  est  distributive  par  rapport  à  -f. 

L'opération  s,  dont  le  résultat  est  une  P,  est  donc  distributive  par  rap- 
port à  n. 

Ex.  De  la  P  :  Npn(4N+l)  Z)  N-+N* 

Opér  X3  .  Distrib(£,  r\)  .3:        xs  Np  .  xs  éN+l  .3.  xs  N'-fN-. 

•2     a,b£  Cls  .^.  ab  e  Cls  j  F1897  P22  j 

•3    a,hs Cls  .3.  ab'^a        -31     Hp -3  .3  ab'^b 
\  Leibniz,  Spécimen  calculi  universalis,  PhilS.  t.7  p. 218: 

«  a  est  a  »    «  ab  est  a  »    «  ah  est  h.  »  | 

•4      a,b,c£C\%  .  cC^b  .  a'^c  .3-  ^O  ^^  I  Cmp  | 

\  Leibniz  Id.  p.222  : 

«  Di versa  praedicata  in  unum   conjung'i   possunt,   ut  si  constet  a  esse  6, 
itemque  aliunde  constet  a  esse  c,  poterit  dici  a  esse  hc.  »  | 
Elle  exprime  la  forme  de    raisonnement  dite  «  composition  »  (Cmp). 

•S    a,b,cs  Cls  .  b~^c  .3  ^^  D  ^^  \  Op^i'  '^  I 

j  Leibniz  Id.  p.222  : 

«  Si  b  est  c,  tune  ab  erit  or.  Quod  ita  demonstratur  :  ah  est  b,  h  est  c, 
ergo  ah  est  c,  per  regulam  consequentiarum  primam.  ah  est  c,  ah  est  «,  ergo 
06  est  ac  per  demonstrata  supra.  »  j 

[   a,6,C£Cls  .  Oc  .  P-31  .D.  rt6Z)^;  .  Oc  .  Syll  .3.  a&Dc  (1) 

«      .  P-3  .  (1)  .D.  «6  3a  .  «6De  .  Cmp  .3.  063  ac    ] 

Cette  P,  analogue  à  §X  P4'l,  s'appelle  «  opérer  par  n  ». 

La  démonstration  est  la  traduction  exacte  de  celle  donnée   par  Leibniz. 

L'Analyse  de  cette  dem.  est  contenue  dans  RdM.  t.7  p. 18. 

•G     a,b,c,d£  Cls  .  a^b  .  d~^c  .3  ad  ^  bc 

\  Leibniz  Id.  p.223: 
«Si  a  est  6,  et  cl  est  c,  tune  ad  erit  hc.  Hoc  est  praeclarum  theorema,  quod 
demonstratur  hoc  modo  : 
a  est  b,  ergo  ad  est  ?>t?  per  priora, 
d  est  c,  ergo  6d  est  bc  rursus  per  priora, 

ad  est  hd,  et  6rf  est  bc,  ergo  «cZ  est  6c.  Quod  erat  demonstrandum.  »| 
I  McCoLL  a.  1878  P9  \ 

[    Hp  .  P-5  .3.  adZ:ibd  .  h(ryjc  .3.  Ths     ] 
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•61     a,b,c,d£  Cls.  ajb  .  ajc  .  bc^^d  .3  O^       |F1897  P35! 

[     Hp  .  Cinp  O-  «D&c  .  bcDd  .  Syll  .3.  Ths     ] 

•62 .  ab^c  .  ac^d  Q.  ah'Z)d        JF1897  P37i 

[     Hp  .3.  «0«c  .  acZ)d  O-  Ths     ] 

•63 .  aZ)b  .  bcZ)d  O.  acZ^d         JF1895  P115| 

[    Hp  O.  «Oôc .  bcOd  O-  Ths    ] 

•7     a,b,cs  Cls  O^  ^^(&^<?)  =  (<^?^) '^  («'^^)  I  Distrib  ('>,'•«)  j 

L'opération  n  est  auto-distribiitive.  Voir  §-  262. 


^    6-0     a,be  Cls  .3  «=&  .=.  cr)b  .  /Qa  Dfp 

I  Leibniz  PhilS.  t.7  p.225: 

«Si  a  est  6,  et  6  est  «,  tune  a  et  h  dicuntur  esse  idem.»  i 
j  MCCOLL  P7  :      (a=:&)=(a:6)(6:a)      | 

Cette  P  exprime  l'égalité  de  deux  classes  par  le  signe  3-  ^-'^  signe  = 
se  rencontre  nécessairement  dans  tonte  définition,  et  ne  peut  pas  être  défini. 
Si  l'on  veut  considérer  cette  P  comme  une  Df  il  faut  regarder  le  deuxième 
signe  ■=.  comme  lié  avec  le  signe  Df.  Leur  ensemble  signifie  «  est  égal 
par  définition  »  ou  «  nous  posons  ».  Il  n'est  plus  le  même  signe  qui  figure 
dans  a=b.  Ex  :         (2N)  n  (3N)  =  6N 

«  les  nombres  multiples  de  2  et  multiples  de  3  sont  multiples  de  6j' . 
N  r.  cc3(3x— 2  s  5N)  =  5N— 1 

«  Les  nombres  x  qui  rendent  dx — 2  multiple  de  5  s'obtiennent  de  la  for- 
mule 5î/ — 1,  en  \  remplaçant  y  par  tous  les  N  ». 


•1     aeCls  .3-  ^^^=^^        î  Leibniz  Mss.  vu  p.3  : 

[    (a,a,a)|(«,&,c)P5-4  .  Simpl  rj:  as.  Cls  .3.  cÇ^aa 
(al6)P5-3  .  Simpl  .3  «s  Cls  .3.  acOa 
(1) .  (2)  .  Cmp  .  P-0  .3-  P     ] 

•2     a,&£Cls  .3-  cib^ba  | 

I  Leibniz  Mss.  viiB2  p.3  :        «  ^7?  œ  ba  »   | 

Soit  xonj  une  fonction  de  x  et  y 
l'on  a  xay  =  yax 

La  P'2  exprime  la  commutativité  de  l'opération  r^. 

[     Hp  .  P5-3  .  P5-31  .3.  ahZyi  ■  abZyi  ■  Cmp  .3.  abOba 
Hp  .  {b,a)\{a,b]P{l)  .3-  ?m3«6 
(1) .  (2)  .3-  P    ] 

•3     n,b,r8  Cls  .'^•.  aibr)  =  {ab)c  ■=-.  abr 
\  BooLE  a.  1804  p.29  j 


AAœA 

(1) 
(2) 


Comm  ^  { 


L'opération  a  est  dite  commutative  si 
j  Comm  a  [ 


(1) 
Assoc  ' 
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On  dit  que  l'opération  a  est  associative,  si 

{xay)az  =  Xa{yaz)  j  Assoc  a  \ 

L'opération  n  est  associative. 

[     Hp  .  P5-3  O-  {ab)c^ab  .  abZD^i  O.  (f/?>)cDa  (1) 

.  ab^b  O.  {abc^b  (2) 

{ab)cZDc  •  (2)  .  Cmp  O.  (ab)cZ)bc  (3) 

(1)  .  (3)  .  Cmp  O.  iab)cOa^bc)     ] 

^     7. 

Soient  p,  q,  r  des  P  contenant  une  variable,  ou  un  système  de 
variables  oc. 

•0        2^-=,-q  signifie        P  -Dr- Q  '  Q  -D.-P- 

•01     p  ."^j  q  r^.  r        signifie        :P^  O-  ''• 

•02     j;  O.t-  ^  •=•  ''        signifie        ^;  Ox*  ^  •!!)•  ^'  •  ^"  O-  Q'- 

Ces  P  s'énoncent  symboliquement  : 

•1     a,&£Cls.3-*-     x£a.=:^.œsb  :=.  a=:h  Df 

•11  a,&,r£Cls.3"  xsa  ."^j  xsh  ~^. XEC  /.=.  ab'^c  Df 

•12  rt/;,c£Cls  .]3-  ^^£'''0..)'  ^£?^  •=.  ^f  <"  •■.=.  air^cac^h  Df 

Dans  la  formule  p  .=.;;  .q,  la  lettre  a?  est  apparente.  On  sous-enteiid 
l'indice  au  signe  =r  lorsqu'il  n'y  a  pas  d'ambiguïté  à  craindre.  Voir  Pl-7. 

Ex.  a£  Np  .  =  .  as  N+l" .  (a— 1)!+1  s  Nx« 

§—5-5  §/ 8-6  14-1  40-l--3,-5--8   ... 

Dans  ces  exemples  l'indice  au  signe  =:  est  toujours  sou.s-en tendu. 

Dans  la  formule  p  .'Z)x  :  q  .ZD-  '"?  le  premier  3  porte  l'indice  x  qui  peut 
être  sous-entendu;  le  deuxième  ne  porte  pas  d'indice. 

Des  deux  formes  jO-5'ID''  <^*t  j^lZD'',  ^f^  deuxième  est  plus  simple,  lorsqu'il 
s'agit  d'une  proposition  seule;  mais  la  première  est  plus  commode  lorsqu'on 
a  une  longue  suite  de  propositions  qui  ont  une  Hp  commune;  alors  on 
peut  mettre  en  évidence  cette  Hp,  et  l'écrire  une  seule  fois. 

Ex.:  §/4-6-7  11-2--4. 

La  P*ll  exprime,  dans  un  cas  particulier,  la  règle  de  l'exportation. 

Ex.  de  la  -02:         a,&,c£N  .D:  a=b  .=.  a-^c  =  b-\-c 

rt,6£N  .D:  a^+6-  s  3N  .=.  as  3N  .  6s  3N 

•2     a,h£Cls  .^:  a^b  .=.  a=  ah  Dfp 

I  Leibniz  PhilS.  t. 7  p.214:  «Omne  .1  est  js  id  est  abx>a.»\ 

Cette  P  transforme  a~)b  en  une  égalité.  Le  signe  3  y  figure  aussi  pour 
séparer  l'Hp  de  la  Ths.  Voir  F1897  P52  note. 

[     o,6£  Cls  .  r06  .  P4-2  .3.  àZ)a  .  aZDb  .  Cmi>  .3.  aZ)ab  (1) 

a,be  Cls  .  a^b  .  (1)  .  P5-3  .3.  aZ)ab  .  ab^a  .  P4-0  .3.  a=ab  (2) 

»     »     a—ab .  P.J-.-51   .3.  rO&  (3) 

(2).  (3)  .Z).  P    ] 
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•3     a,h,cs  Cls  .3:  a"^  bc  .=.  a'^b .  a'^c        \  Distribi^'^)  ! 
I  McCOLL  a.l878  P12:      «(x:  A)(cc:  B)(a::C)  =  (cc:  ABC).  »j 
[    a,b,cs  Cls  .  aZibc  .  P5-3-31  O-  «D&  •  «De  (1) 

(1) .  Cinp  .D-  P    ] 

•4    a,b,cs  Cls  .ab'^c.  ac  ^b  Q.  ab  =  ac  |F1897  P55i 

[    Hp  O.  abZ)ac  .  acDàb  O.  Ths    ] 
Ex.  Appelons  a,  6,  c  les  trois  équations 

x-{-y  =■  m  xy  =  n  (.x—yf  =  7>i'— 47i 

Par   des  règles  algébriques  on  a    ab'Z)c    acZib  ;  on   déduit   l'équivalence 
des  systèmes  ah  et  ac  (mais  non  de  ab  et  hc). 

^    8. 

■1     fteCls  .3  .r3(^£«)=«  Dfp     |F1889  P58; 

Cette  égalité  a  le  caractère  d'une  Dfp,  car  le  signe  3  figure  dans  le 
premier  membre  et  non  dans  le  second.  Mais,  contrairement  aux  autres 
Df,  le  premier  membre  est  plus  compliqué  que  le  second.  Dans  la  pratique 
on  écrit  le  signe  xe  en  avant  d'une  P  réductible,  mais  non  réduite,  à  la 
forme  xsa. 

•2     a,b£  Cls  r^.  cirb  =  X3{x£a  .<>.  xsb)     Dfp      |  Distrib(3,'>)  ; 

IF1889  P60| 

[  P5-1  .  Oper  X3  .3.  P  ] 

Cette  P  dit  que  l'opération  3  est  distributive  par  rapport  à  n. 

•3    as  Cls  .3.  a=  X3{  u£  Cls  .  a^u  .;^^^  xsu  )     ÎF1897  P61! 

[  P4-3  .3                    a,usC\s  .  a'Z)u  .  xsa  .3.  xsu  (1  ' 

(Ij .  Export  .3          «2 Cls  -D.-.  xea  .Z)x  :  î^eCls  .  rO"  D»  •  ^f«  1-' 

(2KOperaî3.D                 «s  Cls  .Z).  «D  «3(            "            »            )  (3^^ 
as  Cls  :  us  Cls  .  fO«  -3*  •  a^s"  O:  «£  Cls  .  a~)a  O:  a^sa    (4  ^ 

(4) .  Export .  Oper  X3  O       ae  Cls  .3.  ccs^wf  Cls  .  a3^t  .3m  .  xeu)  3  a  {b) 
(3) .  (5)  .3-  P  1 
Ex.    §w2-lDm  .  2-6  Dm  .  §-38  Dm. 

^    9. 

•1     {x',y;^)  =  [{x;yy,z]  Df    ÎF1898  PTO'i 

•2     {x;i/)  =  {a;b)  .=.  œ=a  .  y=b  Dfp     ÎF1897  P71! 

Sur  cette  P  voir  RdM  t.6  p.65,  p.ll9. 

•3     a,b,c£  Cls  .^:  : 

X£a  .^x:  {x]y)£b  .3.  {.'"u)£c  ..=:  x£a  .  ix;y)£b  .3r,!/-  0^"?/)^^ 

IF1894  §18  P2;  1897  P74{ 
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Considérons  une  condition  contenant  une  variable  x ,  et  deux  conditions 
contenant  deux  variables  ce  et  y.  Nous  écrirons  la  première  sous  la  forme 
.Tsa,  où  a  est  une  Cls  ;  et  les  deux  dernières  sous  la  forme  {x]y)sb  et  {X\!j)sc , 
où  6  et  c  sont  des  Cls  de  couples.  Alors  la  déduction 

xsa  .  {x;y)£b  -ZDx.y.  (x-y)£c 
est  identique  à  la 

xsa  Ox  :  {.^\}/^b  Oz/  •  (•^;Z/'SC 

La  P-3  est  l'expression  symbolique  des  règles  «  exporter  »  et  «  importer  » 
dont  nous  avons  parlé  dans  les  «  démonstrations  »  F'Si.  Un  cas  particulier 
est  la  P711. 

Ex.  dans  les  Dém.  des  §/P4-l  §APl-2  §LmPl-l  1-4 

•i     a,h,C£  Cls  .3-: 

xsa  .3  -x-  ys^J  O/y  •  i^'jp)  ^^  ■'■='■  ysb  ■Z)y  '■  ^^^  O  x-  i^^v)^^ 

j  Peirce  a.l880  p.24  :  \x^{y^:)\  =  \y^{x'><i)\        \ 

Le  signe   ^  de  Peirce  signifie  3- 

•5    a,h,c,d^ds  O  •  • 

œea  .~^x'.  y  eh  .  {^r;i/)£c  O.?/-  (^^52/)  £<^^    .\^.'. 
ysb  0,y-  ^'^'-^  •  i^yy)^<^  -Z^x.  {x;y)£d 

[     Import .  Export  .3-  P     ] 
D'autres  identités  où  figurent  des  relations  entre  plusieurs  variables  sont 
contenues  dans  §%[  P2. 

m  10. 

•1        x=iX  I  Ex.  §+  6-1   i 

•2      oc=y  .3-  y==OG 

•3       x=y .  y=z  0.  oc=z 

Ces  trois  propriétés  de  l'égalité  sont  indépendentes.  Voir  §vct  P2-1-2-3,  et 
RdM.  t.l  p. 127,  t. 2  p. 113,  p. 161.  Une  preuve  simple  est  formée  par  les 
exemples  suivants,  indiqués  par  M.  Vacca.  Les  trois  relations  entre  nom- 
bres (l+N)  : 

D(cc,iî/)>1,    ccsNXiy,    XjysNj) 
satisfont  respectivement  aux  conditions  ■1*2,  •1-3,  •2-3  et  non  à  '3,  -2,  '1. 

Il  y  a  des  relations,  différentes  de  l'égalité,  et  qui  satisfont  aux  condi- 
tions •l'2-3.  Sont  telles  les  relations  géométriques: 
«  la  droite  x  est  parallèle  h  la.  y  » 
«  la  figure-  x  est  superposable  à  la  ?/  » 
«  la  figure  x  est  semblable,  ou  projective,  k  la.  y  ». 
Elles  sont  i-éductibles  à  l'égalité  ou  identité,  indiquée  par   le   signe   =z, 
entre  des  fonctions  ou -des  abstractions  des  objets  considérés;  p.  ex.    «di- 
rection de  ce  :=  direction  de  y  »,   «  aire  de  ce  =  aire  de  r/  »,    «  forme    de 
X  =  forlne  de  y  »,  etc. 
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Voir  F1894  §39.  I.  Zig-nago  nous  communique  que  si  la  relation    xay 
satisfait  aux  conditions  •1-2-3,  elle  est  réductible  à  l'égalité  entre  Cls  : 
xay    .^.  Z3{zax)  =  Z3(zay) 
Si  la  relation  est  algébrique,  voir  IdM.  a. 1900  p. 37,  315. 

•4    x^=^y=z  .=.  x=:y  .y=^z  Df 

exprime  une  abréviation  très  connue. 

•o    aeCls  .  xea  .  ij=x  .3  y  sa  \  F1895  §4  PIO  j 

•6     x=y  .=:  as  Cls  .  œea  .^^.  yEa       Dfp  \  FI 897  P80  } 

j    Leibniz  Id.  p. 219:  «Eadem  sunt  qxionim  iinum  in  alterius 

locum  substitui  potest,  salva  veritate.  »j 

L'égalité  x=iy  signifie  «toute  classe  qui  contient  aï  contiendra  aussi  y», 
ou  «  toute  propriété  de  x  est  une  propriété  de  y  »  ;  ou  «  la  vérité  de  la  pro- 
position xsa,  qui  contient  x,  n'est  pas  altérée  si  l'on  remplace  x  par  y.  » 

Cette  P  est  une  Dfp,  car  le  second  membre  ne  contient  pas  le  signe  = 
qui  figure  dans  le  premier.  La  difficulté  qu'on  rencontre  à  la  considérer 
comme  une  Df  réelle,  que  le  signe  =  sert  déjà  dans  la  définition,  peut 
être  écartée  par  la  remarque  à  la  P6-0. 

La  P"6  ne  donne  pas  toute  la  signification  de  x:=.y,  car  on  doit  encore 
définir  cette  égalité  pour  les  nombres  négatifs,  rationnels  §—3-2  §/  3-2  dans 
les  Df  par  abstraction  ;  de  P'I  on  ne  peut  pas  tirer  la  P6-0.  V.  F1897  p. 39. 

Dans  les  traités  d'Arithmétique  on  a  les  P 

2/3  z=.  4/6  2/3  est  une  fraction  irréductible  4/6  ne  l'est  pas 

ce  qui   paraît  en  contradiction  avec  la    P-5.    Ici    le    signe    2/3    représente 
d'abord  un  nombre  rationnel,  ensuite  l'ensemble  des  trois  signes  2/3. 

•61  Dm  P-1  r/sCls  .  xsa  .  Simplit  .Z).  X£a  :  P-6  O.  P 

•62  DmP-2  P-l  O-  3C£  Z3(s=x)  .  P-6  .3.  ys  y3{z=.r    .Z).   P 

•63  Dm  P-3  Hp  O:  ««Cls  .  xsa  .  PS  .3.  ysa  .  P-6  .3.  zsa  O.  Tlis 

•64  Dm  P-5  P^6  .  Import  O-  P  1  F1897  P80-84  ! 
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§2     w    =  (ou) 

^    1-0    a,h£  Cls  r^.  cU)  =  X3{c£  Cls  .  a'^c  .  h~^c  r^c .  x£c) 

JF1897  P24l|  Dfy 

aJb,  qu'on  peut  lire  «  a  ou  h  »   indique  donc   la    classe   des    objets    qui 
appartiennent  à  l'une,  au  moins,  des  classes  a  et  6. 

L'opération  indiquée  par  le  signe  u  s'appelle  «  addition  logique  » . 

Ex.  §Np  P2-1  :  Np  n  (3+N)  D  (6N+1)  v^  (6N-1) 

§f^  51  §Num  -él-S  §max  1-3  §Dvr  1-33  §mlt  1-02-33  §Q82-8  §A  1-3... 

Leibniz  a  indiqué  l'opération  w  par  le  signe  +»  ou  P^i'  le  même  signe 
dans  un  cercle.  Nous  ne  pouvons  pas  représenter  par  un  même  signe  les 
additions  logique  et  arithmétique,  sans  produire  des  ambiguïtés.  P.  ex.  : 
Np  +  Np  =  2(N+1\  Np  u  Np  =  Np. 

Le  signe  +  dans  Boole  a  une  signification  un  peu  différente. 

•1      «,&,C£Cls   .3 

alKtc  =  {ab)>jc  :  aube  =  CM{bc)  :  a^Jrjc  .  =  .  («u&Qc  :  aZ)b>JC  .  =  .  a~J{hjc)  : 
owôuc  =  {aJbyjc  :  xs  a\jb  .=.  X£{a\jb)  Df 

•2     afisCls  .33.  «w&eCls 

\  Leibniz  PhilS.  t. 7  p.240  :  «n  est  in  A  0  N»    \ 

[    §lP4-3  .D:  a,b,c£  Cls  .  aZ)c  ■  &Df  •  ^£«  -D-  ^^c  (1) 

(1) .  Export  .D:  «,&£  Cls  .  ccea  .3:  es  Cls  .  aZ)c  .  bZDc  .3  .  ccsc  (2) 

(2).Df.j.D:  >>  »     .D.  a'£ao&  (3) 

(3) .  Export  .Z):  «,&£  Cls  -Z):  ccsa  .3c  .  xs  aub  (4) 
(4) .  Opercc3  .Z)-  P    ] 

•4    a,&,(?£  Cls  .  a^c  .  O^  O-  ^'^^  D^       i  Leibniz  Id.  p.232  : 

«  Si  A  est  in  C  et  i>  est  in  C  etiam  ^-|-i>  erit  in  C.  »  I 

«,?>£  Cls  .Z).-.  cre  fiw&  .=:  ce  Cls  .  «3  .  bZ^c  .3  .  ccec  (1) 
a,bs  Cls  .  ces  «u6  -Z):  es  Cls  .  «3  •  'O*^*  Oc^  •  ^csc  (2) 
a,b,cs  Cls  .  CCS  006  .  a3  .  63  .3.  ccsc  (3) 

«,&,c£  Cls  .  «3  •  Oc  3:  sce  «u&  .3  .  xsc  (4) 

P    ) 

•S     a,&,C£  Cls  .  a3&  .3  '^^^  D  ^^  i  Oper  w  j 

I  Leibniz  Id.  p.239  |     |  McColl  a.l878  PIO  | 
•6    a,b,c,d£C\s  .  (i^h  .  €"^€1  Q.  «wC  ^  M    |  Leibniz  p.232: 

«  Si  A  est  in  M,  et  B  est  in  N,  crit  A+B  in  M-{-N.  y  \ 

I  De  Morgan  Formai  Ingic  a.  1847  p.  123  j 


Dfw 

.  Oper  x£  .3: 

(1)- 

,  Simpi  rj.-. 

(2). 

.  Import  .Z): 

(3), 

,  Export  .D.- 

(4) 

.  Oper  X3  .3. 
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^    2.    a,b,C£  Cls  O- 

•1     a^a=^a  }  Leibniz  Id.  p.230: 

«Si  idem  scciiin  ipso  sumatur,  nihil  constituitur  novum,  seu  A-\-A<X)  A.i>\ 
[     Df  w  O.  asjci  =  X3{cs  Cls  .  a-:)c  Oc  X£c)  .  §lP8-3  O-  P     ] 

•2     aJ)^=JK>a  I  Leihniz  Ici.  p.237  j  |  Coininy  j 

[    Dfu     O-  '''»J'^  =  XîfceCls  .  cOc  .  Oc  -Dî  •  a^^c) 
Coniin  n  O-     "  *  •  Oc  ■  «De  Oc  •     » 

T)fu         O-     *>  '>^«     ] 

•3     aj)yc  ^  fMJj^c)  :=  {a^h)yc     JSchrôder  a.l877  P3'j  }Assocy{ 

[     (a<jb}jc  =  X3[d£  Cls  ._aubZ)d  .  cZ)d  O-  ^csrf] 

=  X3[ds  Cls  .  «DfZ  .  Of^  •  cOd  O-  a^et?] 
=  X3[<:7£  Cls  .  oZyl  .  hjc'Zid  O-  ^-^d] 
=.  fl^(&oe)     ] 

•4     />^rt  .=:.  aj)=a  |  Leibniz  Id,  p.232: 

«Si  />  est  in  A,  erit  Jl-pZ/oo  vl ...  Si  ^-|-J5  oo  ^,  tiinc  B  erit  in  ^.  »j 
•5      «3^  •  ^D^  •=•   aJ)'^C  [  Pl-2-3-4  .D.  P  ] 

j  McCoLL  a.  18 78  p.  11  | 
•6     P-o   Q.  Pl-0 
[    §1  P8-3  .D-    «^^  =  .X3(c£ Cls  .  aw&  O  c  -De.  ocec) 

P-5   .O-        »        »        »      •  «De .  Oc  .      »        )     ] 
De  la  Pl-0,  considérée  comme  Df  du  signe  w,  nous  avons  tiré  les  P  suc- 
cessives. Réciproquement  de  la  dernière  2-5  on  peut  déduire  la  l-Q;  et  puisque 
la  '5  est  conséquence  des  Pl'2-3-4,  on  aura  une  autre  façon  de  traiter  cet 
ensemble  de  P.  On  peut  introduire  l'idée  u  comme  primitive,  en  la  déter- 
minant par  les  Pl-2-3-4,  qui  joueront  le  rôlç  de  Pp  (propositions  primitives). 
Si  l'on  remplace  «D^  P^i'  ^D*^»  et  f^^  par  aw&  dans  les  P: 
§1  P5-2-3-4-5-6-61  6-1-2-3  7-2-3 
on  trouve  §2  Pl-2-3-4-5-6-61  2-1-2-3     •4-5 

La  même  substitution  dans  les  démonstrations  des  premières  P,    permet 
de  tirer  directement  les  dernières  des  Pl-2-3-4. 
Cette  correspondence,  dite  «  loi  de  dualité  » ,  a  été  énoncée  par  Peirce  a. 1867. 
Une  troisième  théorie  du  signe  \j  sera  indiquée  dans  §-  P3-1. 

^    3.    a,h,c,deC\^  O- 
•0    absjcic  3  (^^{^^(^) 

{  Pl-3  .O-  O'^^c  .  cZ^lhjc  .  Oper  r>  .3.  abZ)n[hjc^  .  acZDa{bu':)  .  PI -4  O-P  ] 

•     -01  a{byc)  ^  abuac  Fp 

Cette  P  n'est  pas  conséquence  des  P  précédentes.  Pour  reconnaître  son 
indépendance,  il  suffit  de  donner  aux  signes  Cls,  f>,  <j  une  interprétation 
qui  satisfasse  aux  P  précédentes,  mais  no;i  k  celle-ci.  Coustdérous  des  points; 
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par  Cls  indiquons  les  classes  convexes  de  points,  c'est-tVdire  les  u  telles  que 
Medif=?«  ;  au  signe  n  conservons  sa  valeur  ;  alors,  par  la  Dtl-0  ,  a\jb  indique 
«  la  plus  petite  classe  convexe  contenant  a  et  6  ».  Il  est  aisé  de  voir  que 
subsistent  les  propositions  précédentes  du  §u,  et  aussi  les  dualitiques,  mais 
non  la  nouvelle  '01 .  Il  faut  donc,  en  suivant  l'ordre  que  nous  avons  ici 
choisi,  la  considérer  comme  une  «  proposition  primitive  ».  Voir  §-  P3-5. 

•1     a{hiC)  =  ah  yac  [=.  p-o  .  P-oi]  |  Distrib('^,w)  j 

1  Lambert  a.1781  p.oo: 

«  WiU  man  aber  setzen  {m-\-n)A,  so  ist  dièses  ^  inA-\-nA.  »\ 

•1 1    {aJ))C  =1  aCohC  [Comm  f>  .  Distrib  (u  ,  n)  .Z).  P] 

•  1 2  {a^jb){cul)  =  ac  u  ad  ^hc^  bel  \  Lambert  id  \ 

-2  a^ab=ct        -21   a{cU))=a    S  Sciirôder  a.l877   Piono' | 

•22  {cK(C){hu-)  =  ab^c     \  Distrib(u, '>)  \     \  Peirce  a.l867  p.250  | 

•23  {a^b){b^c){cui)  :=  ab^bc^ca  \  Schrôder  a.  1890  p.383  | 

•3  a:=b  .=.  ad}~^ab  \  Schrôder  a.l890  p. 382  \ 

•4  ac^b  .  a'^hjc  .=.  O^  !  Peirce  a.l880  p.34  j 

•41  ac~^bc .  osjc^hjc  .=.  a~^b       \  Schrôder  a.l890  p.362  j 

•i^  ac  =  bc  .ayc=^bsjc  .^=.  a=b        j  »  a.l877  p.l2  | 

•43  O^  •  O^  •=•  cbJ)';^bc  i  Padoa  F1897  | 

•o  O  J)uc  .  ab  ^d  .  ac  ^d  .^.  a'Z)d  \  Pieri  FI 897  j 

^    4.     a,b,c£  Cls  r). 
•0    xsa  .w.  x£b  .--=.  x£  ajj        Df        JF1889  P48|     j  Distrib  (s,  w)| 

Cette  P  exprime  la  somme  logique  de  deux  propositions  xsa  et  xsb  par 
la  P  x£  a\jb,  où  ne  flg'ure  que  la  somme  de  deux  classes.  Puisque  toute  P 
est  réductible  à  la  forme  xsa,  ou  x  est  une  variable,  ou  un  système  de 
variables,  on  aura  défini  la  somme  de  deux  P  quelconques. 

Ex.  §Np  Pl-2  :  as  Np  .  &,ceN  .  bXc  s  NX«  O-  bs  NX«  -w.  es  Nx« 

Ex.     §>  2-4-5  §X  1-6  3-4  §|N5-5  ... 

La  P'O  dit  que  l'opération  s  est  distributive  par  rapport  à  u.  L'opération  3 
ne  l'est  pas.  En  effet  de  (N+l)*  ZD  4N^(4N-fl),  on  ne  peut  pas  tirer 
(N+iy^  D  4N,  ou  (N+1)'^  Z)  4N+1. 

•1     xsÇxsa  .^j.X£b)  =  aJ)      Dfp     |F1889  P62|     iDistrib(3,w)| 

[     P-0  .  Oper  X3  .Z).  P     ] 
Cette  P  exprime  la  somme  logique  de  deux  classes  par  une  sonnne  de  P. 
•2     rQc.u.  b'^c  O-  ab^c  \  McColl  a.l878   P13  | 

•21  a^b  .^.  a'^c  O-  a'^lKtC  »  »         P14 

•22  a'^c  .u.  b'^c  .3-  ^^^^  Z)^  •=•  ^^=^ 

I  McCoLL  Coiujj'ès  de  Philosopltie,  Paris  a. 1900  j 
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§3 


y\  =  (classe  nulle) 


^     1-0     /\  =  X3{a£  ClB  0„.  .i;£a)  DfA 

/\  indique  la  classe  mille.  Leibniz  l'a  indiquée  par  N,  initiale  de  Xihil  ; 
Boole  et  ses  continuateurs  par  0.  Ce  signe  se  rencontre  rarement  dans  le  F, 
où  il  est  exprimé  par  les  signes  -  et  g.  Nous  le  conservons  ici,  car  il 
permet  de  traiter  quelques  théories  logiques.  Ex: 

N^r>(N^-l-^^)  =^A     "  il  ^'y  *  P'^''  de  cubes,  sommes  de  deux  cubes  " . 

•1     A  £  Cls  j  F1897  P436  \ 

•2     «eCls  .3.  AD«  !  F1888  §2  P13  | 

[     DfA  -Z)--.  ocs  A  -D:  «£  Cls  .Z)a  .  xsa  (1) 

(1).  Import     -Z)-'-  3?£  /\  .  as  Cls  -ZD-  ^£<5(  (2) 

(2).  Export    .3.-.  «s  Cls  .3:  xs  A  Ox  •  a^f«  (3) 
(3).0pera;3  -D-  P    ] 

•3     rt£  Cls  .3  a'^/\  =  /\  \  BooLE  a.l854  p.48  | 

[     P-2  .  §1  P7-2  .Z).  P     ] 

•4     a£  Cls  O:  OA  •=   «=A  I  F1889  P38  | 

[    P-2  .3  P    ] 

•o     <2£Cls  .3'-  ^^=A  '^='- l>£  Cls  r)b .  a'^b  Dfp 

î  F1897  P300  I 
a,h,c,cle  Cls  .3- 

•6    fQ&  .  />=A  -3  "=A  [    P-4  .  Syll  .D.  P    ] 

•7    cry)  .  bc=z/\  3.  ac=/\  {  Aristoteles  id.  id.  | 

•8    «~)c  .  O^  •  <^(^=A  -3  «?>=A    I  De  Morgan  a.l847  p.l23  | 

u  A        ^^    2-    aAc,rf£Cls  .3: 

•1     au/\  =  a  \  Boole  a.  1854  p.47  | 

[    Hp  .  Pi-2  -D.  AD^'  •  §^  P--1  O-  Ths    ] 

•2       aJ)=f\  .=.  a=/\  .b=/\  \  Boole  a.l854;  F1888  §6  P9  | 

[     Pl-4  .Z):     a^b  =/\   .=.  a^bZ)A 

§w  P2r»  .D:      »      .~«DA-^>DA 
Pl-4  .D:  »       .  =  .  a=A-/>=A     ] 

•3     a=/\  .u.  &=A  O-  ab=/\  ]  F1895  §3  PU  | 


A 


•5    aj)  =  Csjd  .  a=c  .  àb  =/\  .  cd  =/\  .3  &=f^ 

î Leibniz  Ici.  p.234:  «  Si  A^Bœ  C+D  etAœC,  erit  BœD,  modo  A  et  D 
itemque  C  et  D  siiit  incommunicautia.  »   | 

•6    ûAjb  ^  Cyd .  c^a .  d~)h  .  ab  =/\  .^.  a'^c  .  b'^d .  cd  =/\ 

î  Hauber  a.l829  §291  | 

•61   Hp  -6  .3  (i=c  .  b=d 

•7     (f^b^tc  .  ab^f\  .3.  o~^c      \  De  Morgan  a.l847  p.l22  ( 

Une  remarque  curieuse  est  la  suivante.  Remplaçons  : 
xe  Cls   par  xsN 
a~yy    »    «^&  ,  ou  par  «  a  est  un  diviseur  de  h  » 
arb      »     «  le  plus  petit  des  nombres  a  et  &  »   ou  par   «  le  plus  grand 

commuia  diviseur  entre  a  et  h  » 
asJb      »     «  le  plus  grand  des  nombres  a  et  6  »  ou  par  «  le  plus  petit 
multiple  commun  entre  a  et  &  » 

A       >    1 

Subsisteront  toutes  les  P  précédentes  qui  ne  contiennent  que  les  signes 
indiqués,  comme  les  §1  P4-4-5  P5-2--7  P6-0--3  P7-2-3-4  ...  P.  ex.  la  §A  P2-7, 
par  la  deuxième  substitution  devient  : 

«  Si  le  nombre  a  divise  le  plus  petit  multiple  commun  entre  6  et  c,  et 
s'il  est  premier  avec  6,  il  divise  c  ».  Voir  §mlt  1-8. 
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§4    -  =  (non) 

^     1-0     Soit  a  une  Cls  ;  -a  indique  la  Cls  des  "  non  a  ". 
•{)  I     Soit  p  une  proposition;  -p  désigne  su  négation. 

Ex.  de  la  négation  d'une  Cls,  §NpPl'0  : 

Xp  =  (N+1H(NH-1)X(N+1)]  Df. 

«  Nombre  premier  signifie  nombre  (supérieur  à  l'unité),  non  décomposable 
dans  le  produit  de  deux  nombres  y. 

Dans  ce  cas,  et  dans  §+  8-6-7  §/  37  §|V  35  §max  1-0  §Dvr  2-45  §Np  3-9  9-1 
§l'5-0-6-7  §D3-1  §logl-l-3  §qn  2-0  §Subst3-0  5-4  §q' 10-3  .§sin  8-7  §vct8-83 
39-1-2-3-4  on  a  toujours  l'expression  b-a,  où  la  classe  a  est  contenue  dans  b. 

Dans  §5  1-0  §Lm  4-0  la  classe  a  n'est  pas  nécessairement  contenue  dans  6. 

On  ne  rencontre  pas  l'expression  isolée  -a. 

Ex.  de  la  négation  d'tine  P  : 

§IS  9-01  :  a,bs  N  .  -{a=b)  O-  «'+&'  >2ab  . 

Autres  ex:  §+  8-4-5  §>  2-6-7  §/  40-1  •3-4  41  §|V  951-52  §Xum -ll-S 
§2'21-2  §quot3-4  §Dvr  2-6  §Np  12-3  §lim  lG-12  §q' 2-5  4-2  lOo  §.t5-2 
§sin2*0-2...  Il  accompagne  aussi  le  signe  3. 

Nous  avons  cité  presque  toutes  les  P  du  F  contenant  le  signe-.  On  voit 
que  leur  nombre  est  très  petit. 

Le  signe  de  négation  se  rencontre  sous  la  forme  du  signe  —  de  l'Arithmé- 
tique, avec  lequel  il  présente  quelques  analogies  formelles,  dans  Leibniz, 
Segner,  Boole,...,  avec  la  même  valeur,  ou  avec  des  valeurs  semblables.  Dans 
quelques  travaux  il  a  la  forme  un  . 

Nous  ne  donnons  pas  ici  une  définition  symbolique  de  la  négation  ;  nous 
la  considérons  comme  une  idée  primitive,  dont  la  valeur  est  déterminée  par 
les  propositions  primitives  2-1-2-3. 

Les  P3-8,  §{  P'6  indiquent  la  possibilité  d'autres  théories,  où  la  négation 
est  définie;  dans  F1897  P363  et  433  sont  indiquées  deux  autres  théories; 
mais  elles  ne  sont  pas  déveloi)pées. 

•'1     asCla  .3-  -^ocsa)  =:  œs 'Cl  Dfp 

•M  »  -a  =  œ3-{xsa)  Dfp 

Les  P  lient  le  double  rôle  de  la  négation  entre  P  et  entre  Cls;  la  -1 
exprime  la  négation  d'une  P  par  la  négation  d'une  classe  ;  la  -11  exprime 
la  négation  d'une  classe  par  la  négation  d'une  P.  Il  sufht  donc  de  consi- 
dérer l'une  des  P-0-01  comme  exprimant  une  idée  primitive,  et  prendre  une 
des  P-1-11  comme  Df. 

Pour  supprimer  des  parenthèses  on  l'ait  les  conventions  suivantes  : 
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a,l>£ C\s  .^:        -3     cc-sa  .=.  -(^£«)  Df 

•3 1     X;ij^£a  .=.  œ-sa .  y-sa        \  Ex.  §Np  P5-2--4  j  Df 

•4  xs-a  .  =  .  xs{-a)  :  a-b  =  ar*-b  :  -aI36  .=.  (-rtOft  :  -a=b  .  =  .  {-a)=b  Df 

•b     x£-a  .=.  X  -£  a         [  p-1 .  p-3  o.  P  ]  î  Comm(£,-)  | 

On  dit  qu'une  opération  a  est  commiitable  avec  la  /î  si  a^x=^ax.  Cette  P 
dit  que  les  opérations  f  et  -  sont  commiitables.  L'opération  ZD  n'est  pas 
commutable  avec  la  -.  En  effet  de  -(Np3  2N+l)  «  il  n'est  pas  vrai  que  tous 
les  nombres  premiers  soient  impaires  »  (car  2s  Np),  on  ne  déduit  pas 
Np  3  -i^2N4-l),   «  tous  les  nombres  premirs  sont  pairs  » . 

I  -l-'S  F1889  P46,  61, ...  | 

^    2.    a,b,c£  Cls  .^.         i     -aeCls  Pp 

•2  -(-a)  =:a  \  Leibniz  Mss.  viiB  2  p.3  :  «  ^  oo  non  «oTX»  |  Pp 
•3      ab'^c  .'^.  a-c'^'b  |  Transposer  j  Pp 

•■4      a~)b  .3  -^  D  -^'^  » 

j  Leibniz  Mss.  Phil  viiB  2  fol.17  :  «  .4  est  i^  ergo  nonZ?  est  non.4  »  | 

[  Hp  .3.  (-6)aD«  .  «Dû  -Z).  (-6)aD6  •  P-3  -D-  (-6)(-&)Z)-a  •  Simplif  O-  Ths  ] 
Nous  appelons  «  transposer»  l'application  des  P'3"4,  par  l'analogie  qu'elles 

présentent  avec  la  transposition  des   termes  dans  une  égalité   ou  inégalité 

algébrique.  La  règle  '3  est  appelée  quelquefois  «  la  loi  des  inverses  » .  Nous 

appelons  aussi   «  transposer  »   les  règles  P3-7-71,  et  4-2. 
La  P-4,  conséquence  des  précédentes,  remplace  la  Pp-3  dans  les  Dm  des 

P-5-51-52  3-1  ... 

•5     aZ^b  .=.  -b  3  -a  \  F1888  P8  | 

[  P-4.  '-ô,-fl  !(a,6P-4  .D-  P  ] 

•51  rt=^  .=.  ~a^'b                                             [  p-5  .D.  p  ] 

•32  a=b  .=.  a^b  .  -fQ-^                             \  F1897  PI  18  | 

•53  a'{ab)  =  a^b                                               \  F1897  P117  \ 

•34  a-b  —  b-a  .=.  a=b         \  Vailati  RcDI.  a.l891  p.l03  j 

•6  ab'^c  .=.  a-c'^'b                       \  Peirce  a.l880  p.35  j 

[  P-3  .  (-c,-6)|(6,c)P-3  .D-  P  ] 

•61  «,&,c£Cls  .  ab'^c  .  a-b'^c  .3  ^O^ 

•62  {a-'b)c  =  (acHbc)     J  Boole  a.l854  p.34  j     j  Distrib(v)  | 

Cette  P,  comparée  avec  Distrib('>,n\  Distrib('>,w),  dit  que  si  f{a,b,  ...)  est 
une  fonction  des  Cls  a,b,  ...  composée  par  les  opérations  logiques  ocr^y,  x\ji/i 
x-y,  on  aura  f(n,b,  ...)U  =:  fiani,  7W,  ...). 

•63  ab  =  ac  .=.  a-'b  =  a^  |  Whitehead  a.l898  p.40  j 
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u    ^    3.     a,b,c,d,x£C\ii  Q. 

■i     ayb  =  '[(ranrb)]  Dfp 

[     §1  P5-3  O-  «0«  ■  «0&  •  Transp  O.  -«D  -'.a^J  ■  -O  -■«*)       (1) 
(1)  .  §w  Pl-4  O.  -aw«-&D-rfl6)  (2) 

(-a  ,  -6)|(a,&)  (2)  O-  asjb D  -[(-a;(-6;]  '3) 

§w  Pl-3  O-  «D«^&  •  0«^^  •  Transp  O.  -(au&)  D  -«  .  -[(l'J)  Z^-h  . 
Cmp  O.  -{aub)  D  (-«)(-&)  .  Transp  .  -i-a)(-b)  3  «wZ;        (4) 
(3)  .  (4)  O-  P     ] 

•2      -(«w6)  =  (-«)(-?>)  [  P-1  O.  P  ] 

•3      cu<b  =  -[(-a)w(-&)]     Dfp  [  (-a  ,  -6)|(a,&)  P-2  O.  P  ] 

•4    -(a&)  =  -aw-Z^  [  P-3  .3  p  ] 

I  -i-'i  De  Morgan  a.l858  p.208;  Schrôder  a.l877  p.18  j 

•5     P2-1'2-3.P3-1   O.  §wP3-01  I  F1897  P215  j 

[    fl,6,C£  Cls  O.  airjah  .  acZJac  .  Transp  O-  «-(«6)D  -&  •  a-(ac)Z)  -c  . 
Cmp  .  a-(ab)-(ac)Z:)  -b-c  .  Transp  0-«-(-&-c)D-[-(«&H«c)]  .  P'I  . 
3-  a{hjc)  IZ)  ctb\joc    ] 
La  P-1  exprime  l'opération  u  par  les  a  et  -  ;  dans  F1897  on  l'a  prise  comme 
Df.  La  P-5  dit  que  de  la  -1,  et  des  propriétés  de  la  négation  on  déduit  la 
§u  P3-01,  qui  se  présente  ici  comme  Pp. 

•6     a:=ab^a-'h      [Lambert  a. 1781  p.U:  «  a  =  ax -\- a\x  >>  \ 
•7     a-b  "^c  .=.  a^  h>c        \  Peirce  a.  1867  j         |  Transp  j 

[  Transp  0=  «-&Dc  ■=■  -6-c  I3-«  .=.  aZ^hjc  ] 

•71  rt?;  3  ^^  •=•  ^^  D  '^^^  "^  1  Transp  | 

I  Peirce  a.l880  p.36:    {axbHic+d)={ax'd  y^c-fb  )\ 

•8    a-b  =  X3{c£  Cls .  aZ)  hjC  ry  .  xsc)    Dfp     j  F1897  P257  } 

[    §1  P8-3  O.  a-b  =  X3{cs  Cls  .  a-b  ZDc  ."De  ■  xsc) 
P-7        O.     »  »  .  rtD  &^c  »  ] 

La  P-7  contient  dans  un  membre  le  signe  -  qui  ne  figure  pas  dans  le 
second  ;  on  peut  la  transformer  dans  la  P-8,  qui  est  une  définition  possible 
de  l'expression  a-b. 

Si  l'on  prend  la  -8  comme  Df,  il  ne  faut  plus  considérer  le  signe  -b,  isolé, 
qui  effectivement  ne  se  rencontre  pas  dans  les  applications.  En  conséquence 
il  faut  modifier  l'énoncé  de  quelques  P  précédentes.  P.  ex.  la  P2-4  doit 
être  transformée  en  a,b,c£  Cls  .  a~)b  .3-  c-bZ^c-a. 

Il  y  a  cet  avantage  à  prendre  la  -8  comme  Df,  qu'on  supprime  la  négation 
du  nombre  des  idées  primitives  ;  mais  de  la  -8  comme  Df,  et  des  P  des  §§ 
précédents  on  ne  sait  pas  déduire  les  P  de  ce  §.  Voir  un  essai  dans  F1897 
P258-2G0. 

•a    {ayx){hj 'ûo)  =z  a-^x)  <j  bx  \  Peirce  a. 1880  p.36  j 

•91   {ax^b'X){cxsjd'X)  =:  acx^  bd'X  \  Boole  a.  1854  j 


il 


•92  '{aœ  u  b-x)  ^  {-a)x  ^  {-b){~x)  \  Schrôder  a.l877  p.l9  j 

•93  ab'^  axsjh-x'^aj)  \  Schrôder  a.l891  p.48  j 

•9i  aJ)  =  «w  bi-a)  \  >>         a.l890  p.308  i 

•95  a=b'C^C'-b  .3  b=c-a^a'C  \  Jevons  a.l864  p.61   j 

Cet  A.  a  indiqué  Ica  fonction  a-b  w  b-a  par  a  q  b  ;  le  signe  0  correspond 
au  latin  aut  ;  le  signe  u  à  vel.  Cette  opération  a  de  curieuses  propriétés 
développées  dans  F1895  §3  P24-30,  dont  la  plus  importante  est  la  -95. 

/\     ^    4.     a,b£ Cls  r^:    -l     a~a^/\ 

î  Leibniz  PhilS.  t.7  p.230  :  «  seu  A— A  »  N  »   | 

[    P3"8  O-  «-«  =  X2(c£  Cls  .  aZ)  cmc  .3c  •  ^^c) 

§W  1-3  »  —  X3{ct  Cls  O  C  .  XBC)  —  A      ] 

•2     a^^b  .=.  a-b  =/\        Dfp        \  F1888  §6  P2  j      |  Transp  | 

I   Leibniz  id.  p.212:  Omne  vl  est  B,  id  est  ...  ^  non  B  est  non  Ens  i 
[  §A  P2-1  .  §-  P3-7  .  §A  Pl-4  O: 
a~^b  .=.  a'Z^hj/\  .=.  a-6  3A  ■=^-  '''-^^A  ] 

•3     a=/\  .=.  a^-a     Dfp  -4     <^0-A 

[  Hp  .  §-  P2-1  .D.  -a  £  Cls  .  §A  Pl'2  O.  AD  -^  •  Transp  .D.  P  ] 

•5    a-/\  =a  [  p-4  .  §1  P7-2  .D.  p  ] 

w  A     ^^    5.    a,&,c,a;£Cls  .3: 

•1     «=&  .=.  a-b^b-a=^/\  \  Schrôder  a.l877  p.l75  | 

•2     a=:hjc  .bc=/\  .3.  b=a-c  \  Boole  a.  1854  p.35  j 

•3    ax^  b-'X=/\  .=.  b'^x'^-a 

I  Boole  p.lOl;    Schrôder  a.l891  P49  j 
•4    axsjb-x=z/\  .3.  ab=z/\  j  Boole  a.l854  p.lOl  | 

La   classe  -A    a  été  indiquée  par  Peirce,  AJ.  a. 1887  et  dans    ri889   et 
suivants,  par  le  signe  V)  qu'on  lit  «  tout  »  ou  «  vrai  ».  Toute  expression 
fx  obtenue  en  combinant  une  classe  x  avec   des  classes  données  par   les 
signes  ^w-  est  réductible  à  la  forme  :        fx  =  {f'^)xyj(f^)--x 
due  à  Boole,  et  qui  présente  quelques  analogies  avec  la  formule  deTaylor. 

La  P-3  donne  la  résolution  de  toute  équation  logique. 

Avec  m  classes  indépendantes  on  peut  former  2|^(2|^m)  Cls  différentes,  et 
énoncer  2|^[2|^(2p>»j.) — 1] — 2  propositions.  Si  m=:l,  on  a  les  6  P  : 
a=/\  -rt=A  «-=A  -«-=A 

a  -=A  .  -a  -=A  «= A  -v^-  -«  =A 

Sur  deux  classes  (ïn=2),  on     peut  énoncer  32766  relations. 

Voir  ce  calcul  dans  RdM.  a. 1900  p. 41. 

Nous  indiquons  par  des  signes  simples  les  deux  relations  àZ)b  et  az=b  ; 
quelques  A.  ont  introduit  des  signes  nouveaux  pour  indiquer  d'autres 
relations  moins  importantes. 


28 


§5    a  :=  (existe) 

/\  -    ^    1.    a,b£C\s  .3^        '0    3«  •=•  ^' '=/\         Dta 

•01     '3.  ah  .=.  'K{ab)        Df 

Soit  a  une  Cls  ;  ga  signifie  «  il  y  a  des  a,  les  a  existent  » .  Nous  exprimons 
cette  idée  au  moyen  des  précédentes  par  la  P'O.  Ex  : 

3  N'n(N-+N-)     «  Il  y  a  des  nombres  carrés,  sommes  de  deux  carrés  » . 

§-|-7"l  §/  6-8.  La  P  particulière  «  quelque  a  est  6  »  s'exprime,  sans 
conventions  nouvelles,  par  a  «ô. 

•1      XECt  .3  aa  î   F1889  P53   î  ;Ex.  :  §Dvr  Pi-3; 

[     Syll  O:  as  Cls  .  a=/\  .  xsa  O-  X£/\  (1) 

(lj'.§-2-l.DfA  O:  »  »  »;£-«  (2) 

(2)  .  Transp  .  Df  3  O-  P     ] 
De  xZ^a  on  ne  déduit  pas  3a,  si  l'on  n'est  pas  assuré  que  ga;  (Pl-2). 

•2      (C^h  .  aa  .3  a^  [  §A  l'6  •  Transport  O-  P  ] 

•21  a^h  O:  aa  Q.  a/^      |  Oper  a  |  !  F1895  PI  16  | 

«  Opérer  par  g  »  signifie  écrire  le  signe  3  en  avant  des  deux  membres 
d'une  déduction.  On  obtient  une  déduction  de  même  sens. 

•3    a«W^  O-  a'^-a^  [P-2DP]  |  F1895  §3  P12  | 

•4    a3&.=.  a  Cls'^  C3(a=  &c)        Dfp  |  F1897  P411  j 

^    2.    a,h,C£C\^  O-"- 
•1     (ir;y)£a  Oa;,y.  yEh   :=:    a (»3[(£c;?/)£<2]  Q?/.  ?/£& 
I  P-l  =  Elim rr  :=  (éliminer  la  variable  x)\ 

Supposons  que  dans  une  déduction  :  Hp  .3-  Ths  (1) 

l'Hp  contienne  une  variable  x,  ou  un  système  de  variables,  qui  ne  figure 
pas  dans  la  Ths-,  le  signe  3  porte  comme  indices  x  et  d'autres  variables. 
Alors  la  P  (1)  est  réductible  à  la  forme  : 

(  S'il  y  a  des  x  vérifiant  l'Hp  )  .3-  Ths  (2) 

où  le  signe  3  ne  porte  plus  comme  indice  x.  La  transformation  de  (1) 
en  (2)  s'appelle  «  élimination  de  a;  »  .  Dans  la  nouvelle  Hp  la  lettre  x  est 
apparente.  Dans  plusieurs  cas  on  peut  la  faire  disparaître. 

Ex.  dans  les  Dém.  de  §>  1-1-2  §Dvr  1-3   %d-'6  §;.  1-2  §vct3-ll. 

•2    'î  X3  "3.  tj3\{x\y)ea]  .=.  3  ys  3.  X3[{x\y)£a]  .^.  3a 

Soit  une  relation  ou  condition  entre  les  variables  x,  y,  que  nous  représen- 
tons par  {x\!j)£a.  Alors  dans  la  P  «  il  y  a  des  x  tels  qu'il  y  a  dos  y  qui  véri- 
fient la  condition  donnée  »  on  peut  permuter  les  deux  variables.  On  peut  la 
transformer  aussi  en  «  il  y  a  des  couples  (r;?/)  qui  satisfont  ;\  la  condition  '-. 
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•3     3.  y3[x£a .  {x;y)£b]  .=:x.  xsa  .  "3.  i/3[{x;y)£b] 

La  P  «  il  y  a  des  y  qui  vérifient  le  produit  logique  d'une  condition  en 
X  et  d'une  en  (.r,  y)  »  signifie  «  la  condition  en  x  est  vérifiée,  et  il  y  a 
des  y  qui  vérifient  la  condition  en  y  ».  Autrement  dit,  on  peut  permuter 
le  signe  a.y3  avec  xsa.  .       ■  '         ' 

•4     '3.((f^x3\'3.b^y3[ix',y)sc]\  .=.  "3.  If  ysl'î  a>-^x3[{x;y)£c'i\ 
•o     a  {qf;y)3{x£a  .  y£h)  .=.  aa  .  a&    .      • 

«  Il  y  a  des  couples  {x,y)  qui  vérifient  le  produit  "logique  d'une  con- 
dition en  X  par  une  condition  en  y  »  signifie  «  il  y  a  des  x  qui  satisfont 
à  la  première  condition,  et  des  y  qui  satisfont  à  la  deuxième  ». 

•6    a  y3[x£a  .^o-  (^»vV)£^]  O*  •'^^'^  Ou-  '3- y^[{x\y)£h] 
I  -l-e  F1889P66,  F1894  §18  ...  |        "       ' 

Ces  P  expriment  les  principales  identités  qu'on  rencontre  entre  les  systèmes 
de  variables.  Remarquons  que  la  P-6  n'est  pas  invertible.  (Elle  a  été  in- 
vertie quelque  fois  par  erreur.  Voir  §lim  19,  §contl"l). 


- 

^ê:    3. 

a,h£  Cls 

O: 

•1     a(aw&)  .=.  : 

aa  .w.  a& 

î  F1895  §3  PIO  1 

!  Distrib(a,v.)  { 

•2 

cC)h  . 

,=.  a  Cls'> 

C3{. 

r^uC  =5  )          Dfp 

1  F189( 

1  P412  î 

•3 

art  .= 

:.  -rt  -=  rtw-rt 

Dfp 

\  Padoa 

F1899  \ 
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§6     i  =  (égal  à) 

•0    IX  =  y3{y=œ)    \  =  (égal  k  œ)\  Bfi 

•01  y£  ix  .=.  y£{ix)  :  a~^  ix  .^.  (]r^{ix)  :  a=  ix  .=.  a={ix)  Df 

Dans  quelques  cas  il  est  utile  de  décomposer  le  signe  =  (est  égal  à), 
dans  le  signe  e  (est),  et  dans  un  nouveau  signe  i  (égal  à).  Ce  signe  i  est 
l'initiale  du  mot  ïaog.  En  conséquence  ix  désigne  la  classe  formée  par  l'objet 
ce,  et  txyjty  la  classe  composée  des  objets  x  et  y. 

-IX  signifie  «  différent  de  ce  » . 

Ex.  Np  -i2  D  2N+1 

«  tout  nombre  premier  différent  de  2  est  impair  ».  Opérons  par  ces    (§1  4-1), 
par  DistribSjOi  (§1  5-1),  et  Comm(f,-)  (§-1-5).  Elle  devient: 

x£  Np  .  X  -=2  .Z).  xe  2N+1 
Transposons  :  xe  Xp  O-  3^=2  .o.  xe  2N+1. 

Ex.:  §+8-3-6  §R31-l-2  37  41  §|^  35  §Np  3-21  9-72  §Ql-3  2-0-2. 

Les  idées  ce  et  ix  sont  différentes;  si  on  les  confond,  par  les  P-1-2  on 
arrive  ;\  confondre  les  trois  relations  £,  :=.,  ZH- 

•  1     y  Six  .=.  y=x 
•2     cœCls  .'^:  xsa 

[  §1  PlO-5  .D: 
(1).  Export  .Z)-" 

(2)  .  Oper  //?  .D: 
§1  PlO-1  .D. 
(4)  O: 

(3)  (5)  DP  ] 

La  P'2  exprime  la  P  singulière  xsa  sous  la  forme  d'une  P  universelle, 
contenant  le  signe  i. 

•3      ix^=.iy  .=•  cT=?/  [  ix^iy  .—.  t-rZ^iy  .  nj'Ziix  .—.  xety  ] 

■i    ae  Cls  .3'-  ^^^=  ^^  •=:  ^'^^^  •  y^f*^  Oi/  •  V=^ 
<>        -o     «eCls  .3  0!),y£a  .:=.  ixs^iy'^a  Dfp 

/\   -      -6      rt£  Cls    .3)-   -«  =  ^3(ti5:^  '^^'^  =A)  ^^P 

[     -a  =.  x3{xE  -à)  =1  cesftce  3  -o^  =  X3(  ix  nci  =:/\)     ] 
Cette  P  exprime  la  négation  au  moyen  des  idées  /\  et  (,  définies  par  les 
seules  idées  du  §1.  Nous  poiivons  déduire  une  des  P  fondamentales   du  -  : 

•61      P-6   3   §-P2^4 

[     a,b£  Cls  .  a~yb  .3.  ar^ix^ibrMX 

{brMx=/\)    ZD    («^'.ï'=A) 
»      X3{      »  )'Dxs{     »         )  -D.  -i  Z)  -rt    ] 

a    -7     aeCls  .'^.  xsa  .=z.'^ix^a        Dfp  [P-6 dp] 

•8     a  ta?       [    a-f(x.§aM  .D-  P   ]  !  ■()-\'îl-l  F1805  p.ll6. 

•^•6  F1897  P423,  425.    'Z-iS  Padoa  RdM.  t.Bp.llT  j 


[ 

=  P0  ] 

:i  .=.  fic  3^^ 

Dfp 

as  Cls  .  xsa  .  us  ix  -D-  2/^ « 

fi) 

«£  Cls  .  XEa  -D:  2/£  '^2  .Dy  •  2/£« 

(2) 

as  Cls  .  XEa  .D-  '^^  3^ 

(3> 

ces  <cc 

(4) 

(7S  Cls  .  ixZ^a  .D-  a^f  '^  •  «J^D^ 

•D- 

cesa       (5) 

31 


§7    1 

=  (le) 

a 

L 

ae  Cls  . 

art  :  x^ysa  ."^x^ij.ûc 

^=y  O: 

•0 

jr=  m 

.=.  a=iz            Df? 

|F 

■01 

teCls 

.3"-   ^<^^  £^  •=•  (^ 

=  «a^  O.. 

,  i^'£?> 

a  j:3(rt=  tic  .  xeh)  : 

:=:  a  «'■>& 

:=:  O^ 

•1 

m  sa 

•11      i{7a)=^a 

•12 

7(«a^) 

=  x 

Ex.  §-11  §rii 

A 

•2     A^ 

=  1  Cls  f^xs  [as  Cls 

•Da-    O' 

^0 

A 

- 

•3     A= 

=  7  .T3[«eCls  .3)„. 

rt-rt=^J 

IF1897  P430-5I 
Dfp 


Dfp 
Dfp 

Soit  r/ une  classe  qui  contient  un  seul  individu  a.-.  Cela  arrive  lorsqu'il  va 
des  a,  et  si  deux  individus  de  la  classe  a  sont  nécessairement  égaux.  Dans 
ce  cas  m  (ou  ca  des  travaux  précédents),  qu'on  peut  lire  "le  a",  indiqiie 
l'individu  x  qui  forme  la  classe  a. 

Ex.  §—  1-0  :  rt,&sN  .  6>«  .3.  h— a  =  ;  Nncc3(a4-.x'  =&) 

«  Soient  a  et  6  des  nombres,  et  soit  6>rt.  Par  b — a  on  indique  le  nombre 
qu'il  faut  ajouter  à  a  pour  avoir  b  » . 

La  Df  j  a  été  transformée  par  Padoa  RdM.  t. 6  p. 117,  et  dans  F1899.  On 
n'a  pas  réussi  à  donner  une  Df  du  signe  isolé  ja,  mais  seulement  de 
l'égalité  2=:ia.  La  P'Ol  exprime  la  P  m  sb  sous  d'autres  formes,  où  ne 
figure  plus  le  signe  j  ;  puisque  toute  P  contenant  le  signe  m  est  réduc- 
tible à  la  forme  ;a  sb,  où  b  est  une  Cls,  on  pourra  éliminer  le  signe  ;  dans 
toute  P. 

La  P12  dit  que  ;  représente  l'opération  inverse  de  t.  Elle  a  le  caractère 
d'une  Dfp  car  le  signe  j  figure  dans  le  premier  membre,  et  non  dans  le 
second.  Mais  le  premier  membre  est  plus  compliqué  que  le  second  ;  on 
écrit  le  signe  ;  en  avant  d'une  expression  réductible,  mais  non  réduite  à 
la  forme  ix. 

Voir  d'autres  remarques  dans  F1897  p. 50. 

Ex.  §/  1-0  5-0  70  12-0  22-0  25-0  32-2-3-6-7-9  §mod  1-1  §max  1-0  §E  1-0 
§l'l-0   §Log-0   §liml-0    §Sl-0    §sin  3-0   §vct  3-1-2-3. 
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§8    i  =  (avec) 

a,b,r,d£C\s  Q:     -0     aih  =  {x;y)3{x£a  .  ysh)  Df         |F1899j 

•01     {xmD  £  {aib)  .=.  x£a .  y£h  Dfp  » 

•02     a'.Uc  =■  {a'.hy.c  =  {x;y;s)3{x£a  .  y£b  .  c£c)    Df  » 

rtift,  qu'on  peut  lire  «a  avec  6»,  désigne  l'ensemble  des  couples  fonm'-s 
par  un  objet  de  la  classé  a  avec  un  objet  de  la  classe  6  (tandis'  que  cr.b 
désigne  le  couple  dont  les  deux  éléments  sont  les  clasâes  a  et  b). 

Ex.  §Num  -46  •:  Num  N  =  Num(NiN) 

«  les  nombres  naturels  sont  aussi  nombreux  que  leurs  couples  > . 
§lim  19-1-2-6    §/ll-l    §Dtrm. 

•I       {atb)  3  (rid)  .=.  ci^c  .  ir)d 

•il     [a'.b)^{c\d)  .=.  a=c  .b=zd 

•12     {a\b)  =  {&.d)  .=.  {a;b)  =  {c;d) 

•13     {ar^c)  :  ib^d)  =  {aib)  ^  (c'.d) 

•2       {a^cy.b  =  {aib)Ucib)-  .    cv.{hud)  =  {aib)^{aid)      !Distrib(: ,  w); 

•21     {asjc)\{hjd)  =  (aib)  ^  (cib)  ^  (aid)  sj  i&.d) 
a    •S    a(a:?>)  .=.  aa  .  a& 
i  7    ^4       Ux  i  ly)  =  i{x;y)     .    X]y  =  i{ix  i  ly) 
•41     ixiiy  =  izi  it  .=.  x;y  =  z;t 
I  •l-^il  Padoa  RdM.  t.6  p.l20,  a.  1900  | 
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§10    f    j  =  (fonction) 

^     1.        a,b,c£Cls  O.-. 

•0      us  a^b  .=:  xsa  .~^^.  œa  eh  Df 

•01     ue  Ma  .=:  xea  0.c-  ^^'^^^  Df 

JV^o^e  sw?*  Ze.9  fonctions. 

On  peut  prononcer  «  fonction  »  le  signe  f  et  «  ef  »  le  signe  j. 

Ces  signei^  permettent  de  représenter  par  les  symboles  idéographiques  les 
idées    de  «  fonction,  correspondance,  opération  »  etc. 

P'O  «  Soient  a  et  h  des  classes.  Nous  dirons  que  u  est  un  «;&,  lorsqiie, 
le  signe  u  écrit  après  un  individu  quelconque  de  la  classe  a  produit  un  h  » 
(P-01)  «  et  que  u  est  un  Ma,  lorsque  le  signe  u  écrit  en  avant  d'un  a 
produit  un  &  ». 

Dans  les  traités  d'Analyse  on  dit  que  a  est  la  classe  des  valeurs  de  la 
«  variable  indépendante  »,  et  la  classe  b  contient  les  valeurs  de  la  fonction. 

P.  ex.  soit  X  un  N;  ce!  (factorielle  de  x)  est  un  N;  donc  !  s  NjN.  C'est  le 
seul  exemple  de  fonction  j  répandu  en  Analyse. 

Les  expressions  -\-a,  —a,  ja,  ont  lesLsignifications  «  ajouter  a  » ,  «  retran- 
cher a  »,  «diviser  par  a»,  et  l'on  a  les  P  §+ 9-4,  §- l'S,  §/  1-3.  Ainsi 
se  présentent  naturellement  les  nombres  négatifs  et  les  fractionnaires. 

Dans  l'usage  commun  et  dans  le  Form.,  le  signe  de  fonction  précède,  en 
général,  la  variable. 

Ex  :  mod  sgn  E  /?  Chf  nt  dt  <P  log  sin  cos  B  . 

Ici  les  valeurs  de  la  variable  et  de  la  fonction  sont  des  nombres  de  diffé- 
rentes espèces  :  N,n,R,Q,q,q'. 

Lés  signes  de  fonction  Num,  max,  min,  Dvr,  mit,  1',  1,  ,  précèdent  des 
classes  de  nombres  ;  la  valeur  de  la  fonction  est  un  nombre,  en  général. 

Les  signes  Med  ?.  ô  fout  correspondre  des  classes  de  nombres  à  d'autres 
classes. 

Une  fonction  de  deux  variablcîs  est  quelquefois  représentée  par  \\n  signe 
écrit  devant  le  couple  des  variables.  Ex.  quot,  rest,  C,  mp. 

Dans  d'autres  cas  on  place  le  signe  de  fonction  entre  les  deux  variables; 
ex.  a-\-b,  a— h,  aXb,  ajb,  a^^b  ;  ici  a,  6,  et  la  valeur  de  la  fonction  sont 
des  nombres.  Dans  a---b,  a^b,  arih,  aub,  la  valeur  de  la  fonction  est  une 
Cls.  Ont  la  même  forme  les  <  relations  »  a=b,  dry),  asb,  a-<Cfi  \  les  signes 
de  relation  sont  des  signes  de  fonction,  dont  la  valeur  est  une  proposition. 

Quelquefois  on  écrit  la  variable  comme  indice  à  la  fonction  ;  nous 
conviendrons  que  i«i  u^  ...  ne  diffèrent,  que  par  la  forme,  de  u\  u2  ... 

Plusieurs  A.  ont  aujourd'hui  1'  habitude  d'enfermer  la  variable  entre  (  '  ; 
mais  dans  la  formule  u{x)  les  (  )  n'ont  pas  la  valeur  expliquée  par  §1  Pl-2, 

V.  1901  3 
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car  une  lettre  seule  ne  doit  pas  être  enfermée.  Elles  ne  sont  pas  nécessaires, 
puisqu'on  écrit  logx  et  non  log{x),  f{x-^h)  et  non  f{(X'\-h))  ;  elles  ne  se 
trouvent  pas  dans  Lag-range,  Abel,  ...  Dans  le  langage  ordinaire  la  va- 
riable est  mise  au  génitif;  c'est  cela  qu'on  veut  indiquer  par  les  ()  ;  Eu- 
1er  PetrNC.  a.l768  t.l3  p.63,  Legendre  a.l797  p.l35,  ...  écrivent  f:x,  f:(x-\-h), 
où  les  (:)  correspondent  à  «  de  ».  Nous  supposons  le  mot  «  de  »  incorporé 
dans  le  signe  de  fonction  ;  ainsi    «  log   »,  signifie  «  le  logarithme  de  » . 

Les  signes  f  et  j  se  présentent  nécessairement  lorsqu'on  indique  par  une 
lettre  un  signe  de  fonction;  c'est-â-dire  lorsqu'on  considère  une  expression 
dont  la  valeur  dépend  de  la  nature  d'une  fonction,  comme  2"  77  lim  Dtrm  D  S. 
P.  ex  :  2{f,u),  où  tes  Cls,  et  fs  qf  it,  c'est-à-dire  f  est  une  fonction  numé- 
rique définie  dans  la  classe  u,  indique  la  somme  des  valeurs  de  /",  lorsque 
la  variable  varie  dans  la  classe  u. 

Pour  quelques  formes  de  la  classe  u  la  fonction  /  dans  l'usage  conmiun 
a  des  noms  particuliers  : 

71  a  N  -Z).  q  fl--n  =  (  succession  de  n  quantités  ) 

qf(l"??  i  1"  h)  —  (fonction  numérique  de  deux  variables  qui  prennent 
les  valeurs  de  1  à  ii)  =  (lettre  qui,  munie  de  deux  indices  variables 
de  1  à  71    représente   une   quantité)    =   (matrice    d'un    déterminant 
d'ordre  n. 
qfN  =  (série,  ou  suite,  de  quantités)         §Lm    §lim. 
q  f(NiN)  =  (  série  double  )  §lim  P19. 

qf  a'~'&  =  (  fonction  réelle  définie  dans  l'intervalle  de  o  à  6  )    §cont  P2. 
On  pourrait  convenir  d'écrire  toujours  le  signe  de  fonction  en  avant  de 
la  variable  (f),  ou  toujours  après  (.;)  ;  nous  écrirons   les    P    sous  une]seul  e 
des  deux  formes  ;  mais  nous  conservons  tous  deux  les  signes  f  et  j. 

•1     u£  a^b  .  x,y£a  .  x^=y  .3  «^^^  =  V^'^ 

[  §1  PlO-l  .Z).  xe  S3{2U  =  xu) .  Hp  -D.  ys  j3(5-et  =  xu)  .Z)-  Ths  ] 
•2      U£  ajb  .  c^^a  r^.  us  C}!)    [  Hp  .  xbc  .d.  xsa  .3.  xu  eh  O.  P  ] 
•3     u£  ajb  .  b^c  r^.  tes  ajc 

[  Hp  .Z):  a?s«  O-  iC"  £&  -D-  2C<i  !C  O-  'l'Iis  ] 

^^     2.         a,b,c,d£  Cls  r)/. 

•0  H£  a}b  .  rs  b}C  .  ocecv  .3-  ^(î*^)  '=^  C^")^'  =  ^"''  ^*" 

•01  ueUa  .  l'ECÏb  .  xsa  .3-  C'-'^O-^  =  ^'(^^J?)  =  ^'''•'"  ^^ 

\  u£  a^b  .  r£  b^c  r^.  iw  £  a}C 

•2  u£  a}b  .  i-£  b}C .  io£  cjcl .  aysit  .3  (^'O(^i^)  =  {^^'«^i'^' 

L'opération  vu,  définie  par  la  P-01  est  dite  «  le  produit  des  oi)érati(>ns  u 
et  V  ».  Dans  le  calcul  différentiel  on  l'appelle  «  fonction  de  fonction  -.  Si 
ic  et  V  sont  des  moiivements,  et  en  général  des  pntfpnt,  vu  est  dit  le 
mouvement  composé.  L'expression  rux  est  jjssociative. 

I   1-0--3,  2-0--2  F1895  p.(5  ; 
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§11     I  =:  (inverse) 

•1     a,b£  Cls  .  l'sbf a  .'^.   {uœ)\x  =  ic  Df  | 

•2 usajb  O-  i\xXxu)  =  u  Df        |  F1898  \ 

Le  signe   |   est  un  sig-nc  d'inversion;  on  peut  aussi  le  lire  «  par  rapport  à  » . 

Soit  u  un  signe  de  fonction  f  ;  uoc  est  une  expression  contenant  x.  Réci- 
proquement soit  A  une  expression  contenant  la  lettre  variable  x;  par  A\x, 
qu'on  peut  lire  «  l'expression  A  considérée  comme  fonction  de  x  »,  nous 
indiquons  le  signe  de  fonction  u  qui,  écrit  en  avant  de  x,  produit  la  formule 
donnée  A. 

Si  l'expression  A  a  la  forme  iix,  on  déduit  la  P-1.  Mais  on  écrit  le  signe 
•'•  après  une  expression,  dans  le  but  de  la  réduire  à  la  forme  ux. 

Ex  :  a'»  /  n\  \7i  représente  le  signe  de  fonction  qui  pour  la  valeur  n  de  la 
variable  a  la  valeur  ««  /  n\  .  Donc  IJia»'  /  n\  \n,  No)  =  (somme  de  la  série 
qu'on  obtient  de  a«  j  ni  en  donnant  à  n  les  valeurs  0,1,2...  (§e  2-2). 

Le  signe  |  désigne  la  variable  dans  les  opérations  2",  i7,  lim,  D,  S. 

P-2.  «  Soit  A  une  formule  contenant  la  lettre  variable  x;  {\x)A  désigne  le 
signe  de  fonction  qui  écrit  après  x  produit  l'expression  donnée  A  ». 

Par  le  signe  |  on  peut  indiquer  la  substitution;  car  si  A  est  une  formule 
contenant  la  lettre  variable  x,  y\xA  indique  «  la  valeur  que  prend  la  fonction 
\xA,  pour  la  valeur  y  de  la  variable  »,  ou  «  ce  que  devient  la  formule  .4, 
lorsque  l'on  remplace  a;  par  y  » .  On  peut  remplacer  un  couple,  un  terne,... 
par  un  autre  couple  ou  terne.  Ex.:  §-f- PU  §x2'l-'5. 

Dans  les  formules   ux\x   \x{xu)   {y\x){xu),  la  lettre  x  est  apparente. 


§12     '     '  =  (quelque) 

a  f    ^    1.    a,b,c,d£Cls  .  iis  bîa  .3 

•0      ic'a  =  2/3 [  a  a^  X3{iix  =y)  J  Df  ' 

•01     ye  u'a  •=.  a  X3{x£a  .  ux  =y)  [  =p-o] 

•02     xsa  .  y=  ux  .~^.  ys  u^a 

On  peut  lire  la  formule  u'-a  par  «  z«  des  a»  ou  «u  de  quelque  a»;  on 
doit  la  considérer  comme  décomposée  en  (M')a.  La  P-02  dit  que  la  relation 
ijeii^a  résulte  de  l'élimination  de  x  dans  le  système  xsa.  iix=>/. 

Ex:  §Mod3  §Lm  §lim  1-5  §cont2-l  §D  4-4  §S30  ... 

Dans  plusieurs  cas  le  signe  '  est  sous-entendu  par  des  conventions 
exprimées  dans  la  suite:  §+ 7-1--2,  §—2-1,  §X  3-0,  §/2-l  ... 

On  ne  peut  pas  le  sous-entendre  dans  tous  les  cas. 
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P.  ex.  Xum  '  Cls  signifie  -'  les  valeurs  de  l'expression  Nura  m,  ou  u  est 
une  classe  quelconque  »;  il  représente  l'ensemble  du  nombre  0,  des  nom- 
bres finis,  et  des  différents  nombres  infinis.  Xum  Cls  signifie  «  le  nombre 
des  classes  »,  qui  est  l'infini  le  plus  grand. 

•I       xEci  .~^.  uoG  eu^a  "H     u'à'^b 

•2         cQa   .3    ll'c'^u'a  Ex.  §Lml-4Dm 

[     Hp  .3.  cr\;£3{ux=y)Z)(i^X3(ux=y) .  Opevj^  .  Oper  y 3  .3.  P    ] 

■21     c'^a  .  d^a  .^.  îi'{c^d)^u'c^u'd  [P-2DP] 

•3        ^in'a)^C  .^.  ^  C(/^  ÛC3{UX  se)  Ex.  §Lm  Pl'l  Dm 

[    Df  O:  a  (M'rt)^c  .=.  '^ct>y3['^nt>x3(ux=y) 

§a  2-4  rj:  »  a  OA  a;3[  a  œ  y3{y=ux)] 

DU  .ZJ:  »  »  (a  cfMux) 

%i  -7  -D:  »  »  {uxBc)    ] 

•31     n'a  "^c  .=:  œsa  r^^,.ux  se  [  (-c  |  c)P-3  o  P  ] 

•4       rsct'b  .3  v'{u'a)  =  {i-ff)'a 

w    '3      €"^(1  .  d'^a  r^.  )c\cyd)=u'cyu'd  j  Distrib(' w)  | 

[     Df   .D.  li'(cwfZ)  =  .73  a[(cwfZ)  n  a:3(wa;i=î/)] 

Distrib('^,o)  .ID.  »  y3 ':i[c  X3(ux=y)  \j  cl  X3(ux=!/ ] 

Distrib(a,w)  .D-  »  2/3[  [3  c  cc3(«<r=//)]  w  [a  <?  a'3{«a'=y' ]  ] 

Distrib(3,  u)  .Z).  »  î/3[  a  c  X3{ux=y)  ]  ^  ?/3[  a  ^  X3[ux=y)  ] 

Df  '   .3.  »  îi'c  ^  u'cl    ] 

•6        â7£a  .3-   ^^'^^  =  «"^ 

I  •0-2-2r3  F1889  p.xv;  -l-iru  Padoa  F1899  { 

^     2. 

•0     a,&£  Cls  .  tœ  a^h  .3  '^^'^  =  V^  '^  ^^'^  .r5(j"«  =,v)  Df 

i     k£  Cls  .3.  Cls'A  =  2/3  3  Cls  '>:»3(a7^  =?/)  =  Cls^  y3{y^k)     Dfp 

On  peut  lire   a\i   par    «des  a  le  zi». 

En  conséquence  Cls'/c  signifie  «  l'ensemble  des  valeurs  de  l'expression  xk, 
ou  rr>/i,  où  ce  est  une  classe»   c'est-à-dire,  par  la  §a  Pl*4,   «  Cla.sse  de  A:» 

Ainsi  Cls'N  signifie  «  classe  de  nombres  » .  Ex.  §max  §Dvr  §1'  ... 
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§13     sim  rcp  idem 

a,b,CE  Cls  .3- 

•0     u£  (bfa)sim  .=:  us  Ma  :  œ,i/8a  .  uœ  =  uy  ."^x^y.  x:=y      Df 
•4     m  (Z>fa)sim  .c~^a  r^.m  (&fc)sim 

•3  »  .  x,]iEa  r^\  x-=y  .=.  ux  =  uy 

••4  »  .  v£  {cfb)sim  r^.  vu  s  (6'fo)sim 

Le  signe   «sim»  signifie  «  correspondance  semblable  (similis)». 
Ex.:  §+9-2-5,  §.t3-1. 

•5     u£  (Z>fa)rcp  .=.  u£  ibfa)sim  .  W^  a'a  Df 

•6     u£  (Z>fa)rcp  .  v£  (cf6)rcp  .3-  '^u  £  (cfa)rcp 
•7     u£{bfa)sim  .3.  u£{u' a  fajrcp 

\  -O--?  F189Ô  p.116,  F1897  P521   | 
Le  signe   «  rcp  »  signifie   «  correspondance  réciproque  ». 
Ex.  §NumP-0:        «,6e  Cls  rj-  Numa  :=Num6  .=.  3  (&fo)rcp 

§2'Pl-3  §limP18-2-3  ... 
On  suppose  écrites  les  formules  correspondantes  pour  le  signe  j. 

•8     1(16111^^=^  Df  i  F1899  \ 

idem  £  cda  .  idem  £  {aia)%\m  .  idem  £  («frt)rcp  .  idem'a  =a 

«idem»  représente  l'identité;  telles  sont  les  opérations  arithmétiques 
+0,  — 0,  Xl,  /l,  r^l,  *\|,  •••  Dans  la  théorie  des  Substitutions  l'identité  est 
indiquée  simplement  par  1.  Ex.  §2"  P21'4,  §cres  '11. 


§14     Variab     F     Funct 

•1   u^-£  Cls  .  f£  viu  .  X£U  .3-  if?')^  =  f^  Df 

•2 . .3.  N-Mv^h{f',u)  =  u  Df 

•3 .3  v^a  =^3|a  i^iu ^fs[g  =  {f-u)]\  Df 

•4  Funct  =  (/3  a  {u',v)3[u,v£  Cls  .  g£  vFu]  Df 

■5  f.gsFimct  .3 

f=zg  .=:  Variab/'=  Variab/7  :  x£  Variab/"  .3  c /^  =  £/^     Df 
•G     u.,r£  Cls  .3     ^'F^'.  3  ^'^"  [  P"l  •  §f  Pl-Ol  .D-  P  ] 

•7     «<£Cls.a'£«  .3.  [;(<«F^OK=«  I  'l-'^  F1899  j 
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Soient  u  et  i'  des  Cls;  et  fs  viu.  Si  l'on  donne  l'opération  f,  la  classe 
dans  laquelle  l'opération  est  définie  n'est  pas  déterminée;  car  si  l'opération 
est  définie  dans  la  classe  u,  elle  est  aussi  définie  dans  toute  classe  contenue 
dans  M,  par  la  §tP-2,  et  il  y  a  toujours  la  possibilité  de  la  définir  dans  toute 
classe  différente.  P.  ex.  l'opération  «mod»  dans  §mod  P-0  est  définie  sur 
les  nombres  relatifs  ;  en  conséquence  elle  est  définie  sur  les  nombres  po- 
sitifs, et  dans  ce  cas  coïncide  avec  l'identité  ;  ensuite  la  même  opération 
est  définie  sur  les  nombres  complexes  d'ordre  quelconque,  sur  les  substi- 
tutions, sur  les  vecteurs,  et  on  est  toujours  en  droit  de  l'employer  dans 
des  nouveaux  cas,  présentant  quelque  analogie,  et  jamais  de  contradiction, 
avec  les  anciens. 

Dans  quelques  cas  il  faut  considérer  en  même  temps  une  opération  f  et 
une  classe  u  dans  laquelle  cette  opération  est  définie  ;  c'est  à  dire  le  couple 
{f\u).  On  rencontre  ce  couple  dans  les  formules  S{f,u),  II(f,u),  qui  repré- 
sentent la  somme,  ou  le  produit  des  valeurs  de  la  fonction  /',  lorsque  la 
variable  prend  toutes  les  valeurs  dans  la  classe  u,  et  dans  S(/,«j,  qui  re- 
présente l'intégrale  de  /',  étendue  au  domaine  u  de  variabilité. 

P-1.  A  l'expression  [f,u)x,  où  u  est  une  classe,  f  une  opération  sur  les 
u,  et  X  un   u,  nous  donnons  la  signification   fx. 

P-2.  Par  variabilité  de  (f,u)  nous  entendons  la  classe  u. 

P-3.  vFu  [v  fonction  définie  des  u)  indique  les  couples  formés  d'une 
viu  et  de  la  classe  u. 

P-4.  «  Funct  »  indique  toutes  les  expressions  de  la  forme  vYu^  où  u  et  v 
sont  des  classes. 

P-5.  Deux  Fonctions  définies  sont  égales,  lorsqu'elles  ont  la  même  varia- 
bilité, et  dans  cette  variabilité  produisent  des  résultats  égaux. 

P-6.    Toute  F  est  f.  Nous  parlerons  donc  des  Fonctions  sim,  rcp,  etc. 

Ex  :  (mod,  Q)  =  (idem,  Q) 

«  Les  fonctions  mod  et  idem,  dans  la.  classe  Q,  coïncident  ». 

Ex.    §Num  -7      n  3-2  10,    §!  4-0-2  §D  1-2  §q«  1-0  42-0  §Dtrm   §Subst. 


§15      *  (inversion) 

a,h£  Cls  .  ?^£(&Fa)rcp  .3 

•0     zr'  =  1  (aFb)  >>  V3[ri<  =  (idem,  a)]  Df 

•I     ir*it  =  (idem,  a)     '2     ocsa  r^.  iC'ux  =x     "3 
•A     a,b,c£  Cls  .  u£{hFa)rGp  .  r£{cFb)rGp  .3  (^"'0'*  =  ^'~'  '" 
•r>     <7£Cls  .  u,t^£  (aFrt)rcp  .  ni'  =  vu  r^.  <r*  v  =  n  u~* 


Il  faut  considérer  l'exposant  —1  conuno  un  signe  sinipU»  pour  imliiiuor 
l'inversion.  Voir  F1S<)7  p. (il.  Cette  théorie  n'est  pas  applit|iiéc  dans  la  suite, 
où  l'on  définira  directement  sin-'  ... 


0   N„    + 5^ 

SECONDE   PARTIE 

ARITHMÉTIQUE 


§20    0  N„  + 

^^     1.  Idées  primitives 

•  1     0  =  «  zéro  » 

•2     Ng  =  «  nombre  (entier,  positif  ou  nul)  » 
•3     asNg  r^.  a-\-  =  «le  nombre  qui  vient  après  a  »,  «le  suc- 
cessif de  a  » ,  «  a  plus  » . 

Notes 

Peut-on  définir  le  nombre?  La  réponse  dépend  de  l'ensemble  des  idées 
qu'on  suppose  connues.  Si  l'on  présuppose  seulement  celles  représentées 
par  les  signes  de  Logique  Cls,  s,  3»  ^i  =?  du  §1,  alors  la  réponse  est 
négative.  Nous  introduisons  les  idées  primitives  0,  N^,  +,  qui  combinées 
avec  les  signes  de  logique,  nous  donnent  la  définition  symbolique  de  toutes 
les  idées  d'Arithmétique,  d'Algèbre  et  d'Analyse  infinitésimale. 

Le  §  Num  est  indépendant  de  ces  idées  primitives.  Le  §  vct  en  contient 
de  nouvelles. 

Selon  l'école  de  Pythagore,  le  premier  nombre  {'Aoid/nog)  est  2.  Cette 
signification  se  conserva  pendant  le  moyen  âge. 

L'usage  commun  est  de  commencer  la  numération  par  1.  Ces  nombres 
ont  été  indiqués  par  N  dans  F1889-1895  ;  maintenant  par   Nj. 

Il  est  plus  commode  de  commencer  par  0.  Le  signe  Nq  ,  qu'on  peut  lire 
«  nombre  » ,  doit  être  considéré  comme  un  signe  unique,  qui  représente  une 
idée  simple,  bien   qu'il  soit  typograçhiqxiement  composé. 

Le  signe  +  représente  d'abord  l'idée  simple  de  «  successif  ».  Après  la 
VUS  au  lieu  de  a-\-  nous  écrirons  a-j-l,  selon  l'usage  ordinaire. 

Sur  l'origine  du  signe  +  voir  §—  note. 

Sur  l'analyse  des  idées  fondamentales  de  l'Arithmétique  voir  F1889,  RdM. 
t.l  p.90,  F1898. 


1  =  0+  .  -2  =  1+  .  3  =  2+  .  4  z=  3+  .  5  :=  4+  . 

6  =  5+  .  7  =  6+  .  8  =  7+  .  9  =  8+  .  X  =  9+     Df 
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Note  sur  les  chiffres 

Ces  P  définissent  les  chiffres  0,  1,  ...  9.  Le  signe  X  des  Romains  pour 
indiqiier  le  nombre  «  dix  »  est  nécessaire  jusqu'aux  conventions  sur  la 
numération  (§2'P10),  lesquelles  suivent  nécessairement  la  multiplication 
et  l'élévation  à  une  puissance. 

Sans  ces  conventions,  les  nombres  qui  suivent  0  sont  exprimés  par 
0+  ,        0-f  +  ,        0+  +  +  ,  etc. 

Si  l'on  remplace  les  -{-  par  des  barres,  et  si  on  sous-entend  le  0,  ils  seront 
iiidiq   es  par 

I         II         III 
par  la  répétition  d"un  même  signe  ou  comme  réunion  des  unités. 

C'est  la  notation  primitive  des  nombres,  qui  date  des  temps  les  plus  reculés, 
et  est  encore  en  usage  dans  des  cas  spéciaux,  comme  la  taille  de  la  boulangère, 
les  jeux  de  dès,  de  dominos,  de  cartes,  la  cloche  qui  sonne  les  heures. 

Dans  les  hiéroglyphes  des  anciens  Egyptiens,  les  nombres  1,  2,...  9  sont, 
figurés  par  1,  2,...  9  barres.  Puis  il  y  a    le    signe    f\  pour  représenter  10, 
et  des  signes  pour  représenter  100,  1000,  etc. 

Dans  les  écritures  hiératiques  et  démotiques  (a.  —2000),  déformations 
de  l'écriture  hiéroglyphique,  les  scribes  ont  réuni  ces  barres,  et  ont  formé 
des  signes  simples,  ou  chiffres,  pour  représenter  les  nombres  de  1  à  9;  comme 
on  voit  encore  dans  nos  chiffres  2  et  3,  qui  proviennent  évidemment  de 
la  réunion  de  deux  {—)  ou  de  trois  barres  {=).  Ces  deux  chiffres  ont,  dans 
le  calendrier  égyptien,  presque  la  même  forme  que  chez  nous  et  chez  les 
indiens.  Chez  les  arabes  ils  résultent  de  barres  verticales,  et  ont  à  peu 
près  la  forme    u)  et   ce. 

Les  chiffres  4  et  9  se  ressemblent  encore  chez  les  différents  peuples. 

La  forme  des  chiffres  5,  6,  7,  8  a  varié  beaucoup  chez  les  Egyptiens,  les 
Indiens,  les  Arabes,  et  chez  nous. 

Voir  §  V  PIO  et  F1898. 


•1     «£No  .3  a+0=a  \ 

•2       «,/,£N„    0.    «+(&+)  =  («+ft)+  j    ^'^ 

•3     asNn  O-  ^^+1  =  ^^+  [  (0  I  6^P-2  .3  p  ) 

•4     rt,?;£No  .p.  «+(^+1)  =  (rt+^)H-l  [  P-2-3DP  ] 

Les  P-1-2  définissent  la  somme  par  induction. 

«  Soit  a  un  Xj  -,  a-\-Q  signifie  a  ;  et,  en  supposant  connue  la  somme  de 
a  avec  un  nombre  6,  la  somme  de  a  avec  le  successif  de  b  est,  par  définitioti, 
le  nombre  successif  de  a-{-b  » . 

Si  dans  la  P-2  on  donne  à  h  successivement  les  valeurs  0,  1,  2,  ...,  on  a 
«+1  =  a-|-        a-|-2  =  rt++        rt-}-3  =  rt-f +-f- 

En  général  a-\-h,  qu'il  faut  imaginer  décomposé  en  a  et  -f-ft,  signifie 
«  a  suivi  de  h  signes  -\-  »   ou  "«  le  successif  d'ordre  6  de  a  ». 


41 


^    4.  Propositions  primitives 

•0    N„  £  Cls  Pp  i     OsN,  Pp 

•2     as  N„  .3.  rt+  £  N„  •  Pp 

•3     s£  Cls  .  Oss  :  ir£s  .3^.  ii?+  es  r^.  N,  3  ^  Pp 

}  P-3  =  Induct  =  «  loi  d' induction  »  | 
I  Pascal  a.  1654  t.3  p.298  : 
«  Premier  lemme  ...  cette  proposition  se  rencontre  dans  la  seconde  base... 
Deuxième  ...  si  cette  proposition  se  trouve  dans   une   base    quelconque, 
elle  se  trouvera  nécessairement  dans  la  suivante. 

D'où  il  se  voit  qu'elle  est  nécessairement  dans  toutes  les 


Les  idées  primitives  sont  déterminées  par  les  propositions  primitives  que 
nous  venons  d'énoncer  et  par  les  P6-2  PS-l,  desquelles  décou.lent  tovites 
les  P  de  l'Arithmétique. 

Dans  la  lecture  des  propositions  il  convient  de  se  rapprocher  autant  que 
possible  du  langage  ordinaire.  On  lira  les  P4  p.  ex.  comme  il  suit: 

•0  «  Nq  est  une  classe  »     •!   «  à  laquelle  appartient  0  » 

•2  «  Tout  nombre  est  suivi  par  un  nombre.  » 

■3  «  Soit  s  une  classe  ;  supposons  que  0  appartienne  à  cette  classe  ;  et 
que  toutes  les  fois  qu'un  individu  appartient  à  cette  classe,  son  suivant 
y  appartienne  aussi  ;  alors  tous  les  nombres  appartiennent  à  cette  classe.» 
On  appelle  "  principe  d'induction  ,,  cette  Pp  .  On  peut  aussi  la  lire  :  «  Si  une 
proposition  est  vraie  pour  le  nombre  0,  et  si,  étant  vraie  pour  le  nombre  x, 
elle  est  aussi  vraie  pour  le  nombre  x+,  elle  est  vraie  en  général  ».  Ou 
encore:   «  Ng  est  le  plus  petit  système  qui  satisfasse  aux  conditions  •0-1-2.  » 

La  P'O,  non  nécessaire  selon  les  conventions  de  F1889,  le  devient  par  les 
conventions  actuelles.  Voir  §1  PI -7  note. 

Une  condition  a  contenant  une  variable  x,  ou  un  système  de  variables, 
est  dite  «  indépendante  »  de  la  condition  6,  si  3  xsih-a),  «  existent  des  x 
qui  satisfont  à  la  condition  6  et  non  à  la  a  » . 

Les  Pp  sont  des  conditions  entre  les  objets  non  définis  0,  Nq  +,  qu'on 
peut  considérer  comme  des  variables  ;  on  peut  donc  parler  de  leur  indé- 
pendance. 

Si  l'on  remplace  Nq  par  Rq  (nombre  rationnel  positif  on  nul),  la  condition  -3 
n'est  pas  vérifiée,  bien  que  les  précédentes  le  soient.  En  effet  il  ne  suffit  pas 
de  reconnaître  qu'une  formule  est  vraie  pour  0,  et  que  étant  vraie  pour  a,  elle 
le  soit  aussi  pour  a-(-l,  pour  conclure  qu'elle  est  vraie  pour  toutes  les  valeurs 
rationnelles  de  la  variable.  Autrement  dit  : 
Ro  s  Cls  :  OsRo  :  a£  Ro  -D-  «+1  £  ^o 
mais  la  proposition  : 

S£  Cls  .  Ofii*  :  XBS  ."Zijc.  .  x^l  ss  :3.  Rj  D  s 
n'est  pas  vraie,  car  on  a  une  absurdité  si  l'on  remplace  s  par  Ng  , 

Donc  la  P-3  est  indépendante  des  précédentes. 
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^^     5. 

•1     a,h£NQ  r^.  a-{-b  s  N^ 

[  Hp  .  6=0  .Df+  O-Ths  '  (1) 

Hp  .  a+ôeNo  .  Df+  .  Pp-2  O-  «+(*+!)  «^^o  (2; 

(Ij  .  (2;  .  Induct  O-  P  ] 
«  La  somme  de  deux  nombres  est  un  nombre  déterminé. 
En  effet,   quel  que  soit  le  nombre  a,  cela  est  vrai  si  6=0  par  la  P3-1  ;  si 
la  somme  a-\-b  est  définie   pour   une   valeur    de   6,  par    la  P3-2  elle  sera 
aussi  définie  si  l'on  remplace  b  par  son  successif;  donc,  d'après  le  principe 
d'induction,  la  somme  est  définie  en  général.  » 

•2     a,b,c£^,  .3  a+h+c  =  {a+b)-^c  Df 

•3     a,b,CE^^  .3.  a-\-{b-\-r)  =  a-^b-\-c  \  Assoc+  | 

[    llp  .  c=0  .3.  Ths  (1) 

Hp  .  (a+6)+c  =  a-f(6+c)  .  Df+  .3.    (a+bi-f-ic-f-l^  =  [(a-f6)-fc]+l 

=  [«-f  (6+c)]+l  =  a+[(6+c,-f  1]  =  a+[6+(c+l)]  (2j 

(1)  .  (2)  .  Induct  .D.  P  ] 

[    l)f+  -D-  0+0=0  (1) 

«eXo  •  0+«  =a  .  Df+  .").  0+(a-|-l)  =  O+rt'+l  =  o-j-l  (2) 

(1) .  (2) .  Induct  .3).  P     1 

•41     aeNo  .3  1+r;  =  a+l 
[    Df+  .  P-4  .3.  1+0  =  0+1  =  1  1 

rtsXo  .  1+r/  =  </--!    .3.    1--V/  +  1    =    l-ff/;^l  —    r/+l  -j-l  2 

(1)  .  (2)  .  Induct  .3.   P     ] 

•5     r/,^£N„  3.  a+?>  =  ?;+rt  ;  Comni+  { 

[    Ilp  .  6=0  .  P-4  .3.  Tlis  1) 

f?,6eX„  .  rt+6  =  6+rt  .3.  «+(6+1)  =  (rt+6"+l  (2) 

»     .  P-41  .3.  (6+«  1+1  =  l+(6+o  I 
Associat+  .3.  ■>  =  (;l+6')+r/ 

P-41   .3.  >>  =, 7,-1-1  i-i-rt  (3) 

(1)  .  (2)  .  (3)  .  Induct  .3.   P     ] 

•6      a,b,r£  N„   .3   a-\-h-^c  =  ^(+r-+/>      [  Assoc+  .  Comm  ■■-  .3.  P  ] 

^^     6. 

•  1     a,b8^,,  .  a=b  3 .  ^^ + 1  =  />+ 1 
[  Hp.§lP10-l  .3.  «+l  =  rt+l  (1) 

.  (1)   .3.   r/f  .r3(r/  +  l  =.r+l  ■  (2) 

»      .  (2)  .§1  PIO-.-)  .3.  6£.,'3  „+l  =,r+l  )  (^3) 

»      .  (3)  .3.  Ths  ] 
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•2     a,h£  N„  .a+l  =  b+l  .3  a=b  Pp 

«  Deux  nombres  suivis  par  le  même  nombre  sont  égaux.  » 
Un    système    périodique,    précédé   d'une    antipériode;    comme    la    suite 
0, 1, 1, 1,  ...  satisfait  à  toutes  les  P  précédentes,  mais  non  à  la  nouvelle  Pp. 

•3  «,teN„  .3  a=b  .=.  rt+1  =  &+1  [  P-1  .  P-2  .Z).  P  ] 
•4  rt,&,C£No  O:  a+c  =  b+c  .— .  a=b  Ex.  §-  Pl-l  Dm 
[     Hp  .  c=0  .Z).  Ths  (1) 

Hp  :  a=b  .=.  a-{-c=b-^c  :  P-3  O:  a=b  .=.  «4-(c+l)=&+(c+l)     (2) 

(1)  .  (2)  .  Induct  .D-  P    ] 

a  '    ^  7.    u,v,ws  CIs'Nq  .  cie^^  ~^. 

\  ic-\-a  =  œ3['3.  u^  y3{x  =  y-\-(()]  =  u'{-{-a)  Df 

•2  a-\-i(  =    »         »     {X  =  a+y)\  =  {a+yu  Df 

•3  u-{-v.=  œ3['3.{y',s)3  {y su  .  zsv  .  x=z  ?/  + j)]  Df 

•31  u+v  =  {X+2J)  \{x',y)  \uiv)  Dfp 

•4  «4-^*  =  u-\-a  z=  ia-\-u 

•b  u-\-v  =  -^4-^^  *6  i^+(r+io)  =  {ii-{-r)-\-io  =  u-\-v-\-iv 

•7      N„+N„:=N„ 

Nous  définissons  ici  la  somme  d'un  nombre  et  d'une  classe  de  nombres, 
et  de  deux  classes.  Ex:  P8,  §— PI,  §^  Pô,  ... 


•1.   Njr=N„+l     !  1=  «  nombre  positif»*  Df 

•2     N,  3  No         [  =  Pi-2  ] 
•3     No  1=  «0  w  N, 
[   OfifOoN,  :  cceNo  .13.  .T+1  fXi  :  Induct    O:    NoI^jOs^N,  (1) 

P4-1 .  P8-2  .D.  'OoN,  D  N„         (2)  (1) .  (2)  .3.  P     ] 

•4  as  No  .^.  a+1  -=  0  Pp 

•5  0  -£  N,  [  =  p-4  ] 

•6  N,  =  N„-/0  Dfp  [  p-3 .  P-5  .  §A  5-2  .D.  Pj 

•7  0=?(N,3-N,)  Dfp 

•4.     «  Le  nombre  qui  suit  un  nombre  quelconque  n'est  jamais  0.  » 

Un  système  périodique,  p.  ex.    les    heures   astronomiques    du    jour,    où 

r  heure  qui  suit  2.3  est  0,  ne  satisfait  pas  à  la  -4,  bien    qu'il    satisfasse    à 

toutes  les  autres  Pp. 
Ainsi  nous  avons  proiivé  l'indépeudance   ordonnée   des  Pp  ;    c'est-à-dire 

que  non  seulement  on  ne  sait  pas  déduire,   mais    qu'il    est    impossible   de 

déduire  une  Pp  des   précédentes. 
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On  peut  prouver  aussi  l'indépendance  absolue  des  Pp.  Les  exemples 
pwrtés  à  propos  des  P4'3,  6-2,  8-4  prouvent  qu'elles  sont  indépendantes 
aussi  des  Pp  suivantes.  Ils  ont  été  publiés  dans  RdM.  a.l891  p. 91. 

Si  en  attribuant  à  0  et  à  -|-  ^a  signification  commune,  l'on  donne  à  No 
la  signification  Ni,  sont  vérifiées  toutes  les  Pp,  exceptée  la  4*1. 

Si  en  conservant  à  0  et  à  +  'a  signification  commune,  on  attribue  à  No 
la  signification  «  chiffre,  ou  ensemble  des  nombres  0,  1,  2,....  9  »,  on  satis- 
faira  à  toutes  les  conditions,  à  l'exception  de  la  4-2. 

Ces  exemples  sont  dûs  à  M.    Padoa;  voir  F1899. 

Enfin  nions  que  No  soit  une  Cls  ;  c'est-à-dire  par  Cls  entendons  tout  en- 
semble, excepté  l'ensemble  Nq  ;  mais  convenens  que  aeNg  signifie  «  a  est 
un  nombre  »  (comme  si  Nq  était  une  Cls).  Alors  seront  vérifiées  toutes  les  P 
suivantes,  mais  non  la  "0.  Cet  exemple  a  été  indiqué  par  M.  Va  ce  a. 

Ces  Pp,  dont  nous  avons  vu  la  nécessité,  sont  suffisantes  pour  déduire 
toutes  les  propriétés  des  nombres  qu'on  rencontrera  dans  la  suite.  Mais  il 
y  a  une  infinité  de  systèmes  qui  satisfont  à  toutes  ces  Pp.  P.  ex.  elles  sont 
toutes  vérifiées  si  l'on  remplace  N^  et  0  par  N,  et  1.  Tous  les  systèmes  qui 
satisfont  aux  Pp  sont  en  correspondance  réciproque  avec  les  nombres. 
Le  nombre,  Ng,  est  ce  qu'on  obtient  par  abstraction  de  tous  ces  systèmes; 
autrement  dit,  le  nombre.  No,  est  le  système  qui  a  toutes  les  propriétés 
énoncées  par  les  P  primitives,  et  celles-là  seulement. 

•7.  Cette  P,  due  à  Padoa  F1899,  exprime  0  par  Nq  et  Nj  =  Nq-l  ;  elle 
permet  de  réduire  le  nombre  des  idées  primitives.  Mais  alors  il  faut  changer 
le  système  des  Pp  ;  cette  transformatinn  a  été  faite  par  M.  Padoa  dans 
ses  conférences  sur  VAl<ftbra  ehi  Gi^ometria,  qualiteorie  dcdidtive^  Roma  1900. 

On  pourrait  mênu'  définir  le  système  (^0,N„,-|-)  comme  le  système  satis- 
faisant aux  Pp. 

J     ^  9-1       4-£N,jN„  [=P4-2] 

•2       +  £  (N„jN„)sim  [  =  P6-3] 

•3      ss  Cls  .  Oe.s  .  +  £  .sj.s  r^.  X„  ^  s  [  =  P4-3  ] 

•4       ?;£N,  O.  +/;  £  NjN„  [=     -1] 

•5  »  +/>  £  (N,jN,lsim  [  =  P6-4] 
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^    10.  s£  Cls  .  les  sjs  .  ass  .  b,C£'N^  3- 
•1     auO  —a        Df  -2     au{h-\-)  =  {auh)u  Df 

•3    auh  £.s 

[  Hp  .  6=0  .  P-l  .Z).  Ths  :  Hp  .  auh  ss  .  P-2  O.  au(b+)  ss  :  Induct  O.  P  ] 

•i    {ub)  e  sj.ç  [  =  P-3  ] 

•5     u£  (.sj.s)Sim  .^.  (?(&)  £  (.sjSjSim 

[  Hp  .  6=0  .Z)-  Ths  (1) 

Hp  .  2<6£(sjs)Sim  .  x,yss  .  x-=:y  O-  xub  -=:  i/ub  . 
3.  {xiib)u -=  {yub)ic  O-  a"«<6+) -=  ^i<6+)  (2) 

Hp  .  z<6  £  (.s;s)Sim  .  (2)  O.  «(6+)  s  (s;s)Sim  (3) 

(1).(3).  Induct  O.  P  ] 

•6     v£  .sj.s  :  x£s  r^x.  ociw  =  xi'u  :3-  {ciub)v  =  {av)ub 

[  Hp  .  6=0  .  P-l  O-  Ths  (1) 

Hp  .  {auh)v  =  (aî;)i/6  .  P-2  O.  [<:n<6+)]f  =  [(rtM6)w]t-  = 

[{av)ub\u  =  («(;)"(*+)  (2) 

(1) .  (2) .  Induct  O-  P  ] 

•61    Hp  P-6  .3.  (cvib)rc  =  {arc)Hb       [  Hp  .  {ub,v,c)\{v,ii,b)  P-G  .3  Ths] 
•62  Hp  P-6  .3.  a[{Hv)b]  =  a{Hb){vb) 

[  Hp.  6=0.3  Ths  (1) 

Hp  .  a[{uv)b']  =  a{ub){vb)  .3.  a[(?«î;)(6+)]  =  al{iiv)b']uv  = 
a{iib)\vh)iiv  ■=.  a[ub)u{vb)v  =  «[«*(6+)][y{'6-|-)]  (2) 

(1) .  (2) .  Induct  .3  P   ] 

•7    a{Hb){iic)  =  a{uc){ub)  [P-6i .  y=«<  .3.  P] 

•8     (axbjiic  =  aiiÇb+c) 

[  Hp  .  c=0  .  P-l  3.  Ths  (1) 

Hp  .  {aub)uc  =  au(b+c)  .3.  [(aub)uc]ic  =  [au{b+c)]u  (2) 

»  .3.  (««<6)m(c+)  =  au(b+c+)  (3) 

Hp  .  (1) .  (3) .  Induct  .D.  Ths  ] 
Ex.  des  P  pi-éeédentes  :  Pli,  §X  P2,  §^P1•0. 
•9     r£sfs  .^.  r\i  =  a[{\ocrx)b]  Df 

(P-l)  «  Soit  s  une  classe,  11  une  transformation  des  s  en  s;  soit  «  un  s,  et 
6  un  nombre;  alors  par  auO  on  indique  a  »;  (P-2)  «et  par  mi{b+)  nous 
entendons  ce  qu'on  obtient  en  opérant  sur  auh  encore  une  fois  par  le 
signe  u  » . 

Si  l'on  fait,  dans  la  P-2,  6=0,  on  obtient  auizrzau;  en  faisant  6=1  on 
a  au2  =  {au)u,  ait3  =  aumi,...  est  ainsi  de  suite.  En  conséquence,  par  in- 
duction, on  obtient  la  signification  de  auh,  quel  que  soit  le  nombre  6  (P-3). 

La  formule  aub  doit  être  décomposée,  lorsqu'il  est  nécessaire,  en  a{uh). 
Soit  donc  u  une  opération  définie  dans  la  classe  s;  quel  que  soit  le  nombre 
6  on  obtient  la  nouvelle  opération  uh  (P-4),  qu'on  appelle  «  l'opération  u 
répétée  (itérée)  6  fois  ». 
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On  déduit  :  (P'5)  «  Toute  fonction  semblable  répétée  est  aussi  semblable  » . 

(P-6)  «  Si  l'opération  u  est  commutable  avec  l'opération  r,  l'opération  uh 
est  aussi  commutable  avec  v,  et  (P-61)  l'opération  xih  est  commutable  avec 
t;c,  quels  que  soient  les  nombres  6  et  c  ». 

(P-62)  «  Si  les  opéi-ations  w  et  v  sont  commutables  entre  elles  dans  la 
classe  .s,  alors  l'opération  uv  répétée  6  fois  est,  dans  la  classes,  identique 
à  l'opération  {iib){vb)  >■> . 

Quelques  Auteurs  appellent  «  puissance  »  d'une  opération  l'opération 
répétée.  (P'7)  «  Deux  puissances  d'une  même  opération  sont  commutables 
entre  elles  ». 

(P-9)  Si  un  signe  de  fonction  v,  au  lieu  de  suivre  la  variable,  la  précède, 
la  fonction  répétée  b  fois  est  indiquée  ordinairement  par  v'>  ,  notation  que 
nous  suivrons.  Dans  ce  cas  {\x){vx)  est  le  signe  de  fnm-tion  qui.  en  sui- 
vant la  varia])lc  a,  donne  pour  résultat  va. 

Ex.:  §q  P81-1-2  §DP6-4  §c  P3-1  §Subst  P2-5. 

On  rencontre  les  puissances  des  fonctions  dans  Babbage,  LondonT. 
a.l815  p. 390. 

^^      11.  (N„,+)1(-S^OP10-1     -2     -3      -4      -5      -7      -8      O- 

P3-1   -2  5-1    9-4    -o    5-6    -3 
Des  PIO  par  une  substitution  on  déduit  les  P  sur  la  somme. 

Ou  peut  continuer  la  lecture  en  passant  au  §>  qui  suit,  ou  au  §— ,  ou 
au  §X,  ou  au  §•••  2",  car  chacun  de  ces  signes  est  déliui  par  le  signe  +. 
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§-n  ^  > 


+     ^  1.  aAc,d8^,  O:  _ 

•0     b^a  .=.  a^h  .=.  bs  a+N„  Df> 

Les  signes  >  et  <  ont  la  forme  ff  et  §  dans  Girard,  a. 1629  fol. 5;  la 
forme  \JZ  -31  dans  Oughtred  a.l631,  qui  a  aussi  introdnit  des  signes  cor- 
respondants à  ^  ^  (Clavis  Math.  Londini  a. 1648  p. 166)  ;  et  la  forme  actuelle 
dansHarriot  a. 1631  p. 10. 

Nous  considérons  ici  le  signe  >  comme  un  signe  simple.  Voir  P2-4. 

•01     «^0        -02     rt>rt         -03     a^b  .  b^a  .=.  a=b 
•Oi  a^b^c  .=.  a^b  .  b^c  Df 

•j       c^b  .  b^a  .3-  f^f^^ 

[  x,//fXo  .  c=  b+y  .  b=  a+x  .3.  c=  a+oc+y  =  a+{x+y)  .3.  c^a         (1) 
(1)  .  Elhn{x;y)  .D.  P  ] 

•2     b^a  .^.b+c^ai-c 

[  xsy^Q  .  b=  a+x  .3.  b+c  =  a+x+c  =  a+c+x  .Z^-b+c  ^  a+c  (1) 

ccsNo  •  b+c  =  a+c+x  .  %+  P6-4  .3.  b=  a+x  .Z).  b^a  (2) 

(1).(2)  .  Elim  cf  .3.  P  ] 

•3     b^a  .  d^c  .3  ^  +  f^  >  ^'  +  '" 

[  Hp  .  P-2  .D.  ô+(/^  a+rf  .  a+d  ^  a+c  .  P-1  .D.  Tlis  ] 

^^  2.    a,b,c,ds^,  O- 

•0    5>a  .=.  a<b  .=.  Z>£  rt+N,  Df > 

•1--3  =  0  I  >)PM--3 

■A       b^a  .=.  &>»a  .w.  b=a  Dfp 

[    Df^  .  §+  P8-3  .  Df<  .ZD:     à^a  .=.  bs  «+Xo  .  =  .  bs  «+(<0  w  Nj)  .=. 
6e  «7v>(rt+Ni'i  .  =  .  bsia  .u.  6s  rt+Ni  .=.  b=a  .\j.  by^a     ] 

•S      a=&  .w.  rt<C^  .w.  (0>b 

[    «sNo  .  6=0  .  PI -01  .3.    P  (1) 

«,6£No  .  «=6  .3.  a<  6+1  (2) 

>>        .  a<b  .3-         »  •                              (3) 

)>■       .  caXj  .  rt=  6+c  .3-  «^  ^>+l  (4) 

.  rt>6  .  (4)  .3.  «^  6+1  (5) 

.  a=b  u  rt<6  u  a>6  .  (2)(  3X5)  .3- 

r/<  6+r.  w  a=r  6+1)  o  rt>.6+l)        (6) 
ili  .    6>  .  Induct  .3-1'    ] 

•6     -(^^>r/)  -7      ?>>r/  .==.  -{&^rt)  Dfp 

Les  Df  de  max  et  min  contiennent  les  seuls  signes  précédents. 
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§22     - 

+     ^     1.  a£N„ .  b£  a+No  Q: 
•0    b—a  =  î[No  ^  x3{x-\-a  =b)]  Df 

•1     b—a  £No  -2     (/;— a)+a  =  b 

[  Hp  O-  a  No  n  X3{b=  x+a)  (1) 

Hp  .  x,yê\  .  b=  x+a  .  b=  y-\-a  .  §+  P6-4  O-  x=y  (2) 

(1) .  (2).  §jP-1  O.  6— a  £  No  n  cc3(cc+a  =  b)  O.  Ths  ] 

•3      -r^  £  («+No)jNo  [=P-1] 

•A     a—0  =a  'Ai  a— a  =0 

^     2-1   .s£Cls'No  .3  +.Si=:+^S.  -s  =  -'s  Df 

•2     a,6£No  .3  «+(+&)  =  a+b  Df 

•3     ?;£N„ .  ae  &+N,  .3  a+(-/j)  =  a-b  Df 
•4     rt£No  .3-  ^=  +^'^ 


Df 


iV^ofe  swr  les  nombres  positifs  et  négaiifs. 

Les  hiéroglyphes  adoptés  par  Ahmès,  a.— 2000  pour  représenter  les  signes 
+  et  —  sont  les  jambes  d'un  homme  qui  va,  ou  qui  vient  (table  XI  N,28), 

Le  signe  +  dans  Diophante  est  sous-entendu.  Le  signe  —  a  la  forme  (h. 

Ces  signes  ont  la  forme  p~  et  m~,  abréviations  des  mots  «  plus  »  et  «  minus  » 
dans  Chuquet  a.l484  et  dans  Paciuoli  a.  1494;  et  la  forme  actuelle,  qu'on 
croit  une  déformation  de  la  précédente,  chez  Grammateus  a. 1521  ;  voir  :\I. 
Cantor  t.2  p. 39. 

(Dans  Widmann  a. 1489  le  signe  +  a  une  signification  diliërente). 

PI -G  «  Soit  a  un  nombre,  et  b  un  nombre  supérieur  ou  égal  à  a.  Ou 
indique  par  b—a  le  nombre  x  qui  satisfait  h  l'équation  cc+a  =  6  ». 

yiç^r\x3ix+a=.b)  est  une  classe;  en  écrivant  en  avant  de  cette  classe  le 
signe  j  on  obtient  l'individu  qui  la  constitue. 

P-1.   «Dans  les  Hp.  énoncées,  6 — a  est  un  nombre  déterminé  > . 

P-3.  «  Soit  a  un  nombre;  alors  —a  est  une  opération  (lUi,  applitiuée  à 
un  nombre  non  inférieur  à  a  produit  un  nombre  ». 

Elle  n'est  qu'une  forme  différente  de  la  P-1.  On  peut  la  comparer  à  la 
§-f-P9-4,  laquelle  dit  que +a,  c'est  à  dire  1'  opération  +  répétée  a  fois,  est 
un  No  j  Nq. 

Les   signes  -\-a  —a  +Xo  —No 

correspondent,  à  peu  près,   aux  mots 

«ajoutera»  «retranchera»  «nombre  positif  >  «nombre  négatif»; 
ils  représentent  des  opérations  j  . 
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Cette  façon  de  considérer  les  nombres  positifs  et  les  négatifs  se  rencontre 
phis    ou   moins    clairement    dans    plusieurs    A.  : 

MacLaurin   a. 1748    p. 6: 
«  a  Quantity  that  is  to  be  addcd  is  called  a  Positive  Quantity;  and  a  Q\ian- 
tity  to  be  subtracted  is  said  to  be  Négative.  » 

Cauchy,  a.l821,  p.333: 

«  ...  on  acquiert  l'idée  de  quantité  (positive  ou  négative)  lorsque  l'on  con- 
sidère chaque  grandeur  d'une  espèce  donnée  comme  devant  servir  à  l'ac- 
croissement ou  à  la  diminution  d'une  autre  grandeur  fixe  de  même  espèce. 
Pour  indiquer  cette  destination,  on  représente  les  grandeurs  qui  doivent 
servir  d'accroissements  par  des  nombres  précédés  du  signe  +,  et  les  gran- 
deurs   qui    doivent   servir   de   diminutions   par    des   nombres   précédés   du 

signe  — Enfin,  l'on  est  convenu  de  ranger  les  nombres  absolus  qui  ne 

sont  précédés  d'aucun  signe  dans  la  classe  des  quantités  positives.» 

La  Df  P2-1  donne  aux  signes  +No  et  — Nq  les  valeurs  «plus  quelque  Nq  » 
et  «moins  quelque  No». 

Une  lettre  isolée  peut  indiquer  un  nombre  positif  ou  un  nombre  négatif. 

Si  l'on  pose  «=2,  6=-|-5,  on  aura,  sans  convention  nouvelle,  ah  =  2-f-5;  la 
P2-2  dit  que  nous  convenons,  selon  l'usage  commun,  de  représenter  par  a+b 
cette  somme.  De  même  pour  la  P-3. 

La  P2-4:  exprime  la  convention  de  représenter  par  le  même  signe  deux 
objets  différents,  un  nombre  absolu  et  un  nombre  positif.  On  pourrait  évi- 
demment supprimer  ces  définitions  •2--4;  mais  on  aura  des  tormulcs  diffé- 
rentes des  ordinaires. 


No  +  -     ¥^     3-0  n  :=^  +N„  w  -N„  Df 

•1     Nol^  n  [P-0.  P2-4.D.  PJ 

«n»,   qu'on    lit    «  nombre  relatif,  ou  qualifié»,  indique    l'ensemble  des 

nombres  positifs  et  des  négatifs. 

'2     œ,i/£n    ~^.'. 

oo=:y  .=::  usN^ .  u-\-cc,  u-{-y£Ng .  "^u  .  u-^x  =  u-\-j/        Df 

«  Deux  nombres  relatifs  x  et  y  sont  égaux,  par  définition,  lorsque 
pour  tout  nombre  positif  u,  on  a  u+x  =  u+y,  pourvu  que  ces  oi)érations 
soient  possibles  en  nombres  positifs  ». 

•3     a,b£^^  r):  -\-a  =  +&  .=.  —a  =:  —  &  .=.  «=&     : 
+a  =  —b  .=.  a=zO  .  b=0 

^    4*0     œ,y£n  .^. 

œ-\-y  =z  ?  n'^  j3[?;£No .  îc-\-œ,  n-\-œ-{-y  eN^  .^h.  u-{-x-\-y  =  u-\-z]  Df 

«  On  appelle  somme  x-\-y  de  deux  n,  un  nombre  relatif  z  tel  que, 
en  eflTectuant  sur  un  nombre  positif  u  l'opération  -\-x,  puis  l'opération  -{-y, 
pourvu  qu'elles  soient  possibles,  on  obtienne  pour  dernier  résultat  m-(-s.  » 
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•OJ     a,h£Ng  .3 
+a-\-b  =  +{a-{-b)  .  —a— h  =  —{a-\-h)  .  -\-a—h  z=  -\-{a—h)  — 
—{h— a)  .  —a^h  —  -{a—b)  —  +{b-a) 

I  BKAHMAGUPTAjVersion  de  Rodet,  Journal  Asiatique,  a.l878  p.24: 
«  §  19.  La  somme  de  deux  biens  est  un  bien;  celle  de  deux  dettes  une 

dette;  d'un  bien  et  d'une   dette,    leur   différence,  ou,  si  elles  eont  ég^ales, 

zéro.  La  somme  de  zéro  et  d'une  dette  est   une   dette;    d'un   bien   et   de 

zéro  est  un  bien;  de  deux  zéros  est  zéro. 
§  20-21.  Règle  pour  la  soustraction.... 

Dette  retranchée  de  zéro  devient  un  bien,  et  bien  devient  une  dette.  ... 
Si  l'on  doit  retrancher  xin  bien  d'une   dette  ou  une  dette  d'un  bien,  on 

en  fait  la  somme.  »j 

a,b,r£n  r^.  '1     a+b  en 

-2     a+b  =  b-\-a        -3     a-^{b+c)  =  {a-\-b)+c  =  a+b-\-c 
•A    a+c  —  bi-c  .=.  a=b  -5     a+0  =  a 

^^    5-0     œsn  .3-  —a)  =  ')nr^y3{x-\-y=^0)  Df 

•01  asN,  rj.    —(+«)=  — «    •    — (— «)  =  +(t 
a,b£ïi  r^.  -i     —asn     -2     —{—a)— a      -3     —{a-\-b)  =  —a—b 

■A    a-b  =  a+{-b)  Df 

'6     ^£11  .  a-\-œ  =b  .=.  œ=z  b—a 

•7     a.^b  =0  .  a—b  =0  .=.  «=0  .  b=0 

^^    G-0  u,r,io£Q\%'\\.a£Xi  O-  §+P''  •  §— P2"'ï 
•1     a-\-\\  =  n  .  n+n  :=  n  .  — n  =  11 

•2     n  r=  N, -No  =  N -N,  =  n-n 

>     tk     7-0  ^..vni  .3):  .'■>//.=.  ,v<^.=.^r£y+N,  Df 

•01  «,^£N,  .3  +«>+?>.=.  a->b  :  ^-a>-b  :  -^/>-?>  .=.  a<b 

a,b,c,(l£n  .'Z)'  •l--(i  =  S>  P2-1--7 

•7     a^b  .=:  .r^No .  x-\-a,  œ+b  eN^  .3c  .  œ-{-a  > œ-\-J)  Dfp 

•8     a'^b  .=:. -r-a  <C — b  .=.  r(— />>>() 

•!)     a:>b  .  r<r/  .3  a-r  >  b-d  :  n<:b  .  <■■>>!  .^.  "-c  <  b-,} 

Les    Df  de    «  mod    '    et  de  »  sign  »   sont  exi)rimées    i>;ir    les  seuls    signes 
précédents. 
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§23     X 

+     ^4  1.  a,b,c,d£^,  O.     -0     axO  =0  ] 

•01  ax{b+l)  =  {aXb)-{-ai 
•02     ab  =  axb         .        axbxc=:{axb)xc 

axb+c={axb)+c        .        a-\-bXc=a-\-(pXc)  Df 

Ou  rencontre  le  signe  X  dans  Oiightred,  Clavis  mafhematica,  a. 1631. 
Les  P-O'Ol  sont  des  Df  par  induction.  On  peut    les  remplacer  par    P2-0, 
ou  par  §2'P3-4. 

•1       axb  £  No 

[    afNo.DfX   O.  «XOsNo  (1) 

a,bs  No  .  axb  s  No  .  DfX  •  §+  P5-1  -D-  «X(ô+1)  s  N»      '  (2) 
(1)  .  (2)  .  Induct  .Z)-  P    ] 

•2       Oxa  =0 

[    Dfx  -D-  0X0  =0  (1) 

flsNo  .  0X«  =  0  .  Dfx   O-  0X(«+1)  =  OXfl+0  =  0  (2) 

(1)  .  (2)  .  Induct  -D.  P     ] 

•21     lxaz=a 

[     Dfx   O-  1X0  =  0  (1) 

«sNo  .  1X«  =  «  O-  1X(«+1)  =  1X<^'+1  =  «+1  (2) 

(1  )  .  (2)  .  Induct  .D.  P    ] 

•3       a{b+c)  =  «i>+rt<?  I  Distrib(x,+)  j 

[     a,b,cs^o  .  c=0  .3,  a(^6+c)  =  ab+ac  (1) 

rt,6,C£No  .  «(&+!)  =  ab+ac  .  Assoc+  .  DfX   O-  a[b+(c+l)]  = 
a[{b+c)+l]  =  a{b+c)+a  =  ab+ac+a  =  ab+a^^c+1)  (2) 

(1)  .  (2)  .  Induct  .D-  P    ] 

•31     {a-\-b)c  ^=^  ac -\- bc  j  Euclides  vu  P5  | 

[     Hp  .  c=0  .D.  Ths  (1) 

a,&,cfNo  .  (a+b)c  =  ac+bc  .  Df  X  -D-  («+6X^+1)  =  a(+b)c+(a+b)  = 

ac+bc+a+b  =  (ac+a)+(bc+b)  =  «(c+l)+&(c+l)  (2) 

(1)  .  (2)  .  Induct  -Z)-  P     ] 

•32     {a-\-b){c+d)  =  ab+ad-\-bc-\-bd  [  p-3  .  P-3l  .Z).  P] 

•4      ab  =  ba  \  Commx  \ 

I  Euclides  VII  P16  :    "Eorconav  àvo  àçiâ/xol  ol  A,  B, 
y.al  ô  lÀEv  A  Tov  B  noXXajiXaoLdoaç  tov  F  Tioietro), 
ô  ôk  B  TOV  A  ■»  A        »      ' 

liyœ,  ôri  laoç  ioriv  ô  P  rcp  A.  j 
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[     aeNo  .  P-0-2  .3  «XO  =  OXa  (1) 

«,Z>eN|,  .ab  =  ba.  DfX   O-  «(&+!)  =  ab+a  =  ba+a 

P-21  .  P-M  .3       »       =ba+la  =  {b+l)a         (2) 
(1)  .  (2)  .  Iiiduct  3.  P     ] 

•8      (ax&)xc  =  aX(Z>Xc)  1  Assocx  j 

[    IIp  .  c=o  3.  Ths  (l) 

rt,6,c£No  .  {ab)c  =  a{bc)  .  DfX  •  Distrib(X,+)  3- 
iab){c+l)  =  iab)c+ab  =  a(bc)+ab  =  a{bc+b)  =  a[6(c+l  :]      (2) 
(1;,  .  (2)  .  Induct  3.  P    ] 

•6     ab=0  .=.  rt=0  .y.  b=0        -7     ac  =  hc  .  C'^O  .'^.  a=h 
J+    ^    2-0    «,?>£No  .3  ax?^  =  0[(+a)&]    Dfp     [  =  pi-o-oi] 

«  aXb  Oi^t  ce  qu'on  obtient  en  effectuant  sur  0  Popération  +«,  6  fois». 

•1     (N„,  +a,  0)|(s,  î*,  a)§+  PlO-3  3.  PM 

•2     (X«,  +r/,  0)\{s,2i,a)  §+  PlO-8  3-  Pl-3 

•3    (No,  +a,  +b,  0,  c)|(.s-,  ?/,  1',  rr,  &)§+  PlO-62  3.  Pl-31 

•4    6'£  Cls  .  iiE  .SJ.S .  xss  .3.  if[(im)^]  =  ir[^<ax&)] 

[  Hp  .  &=0  3-  Ths  (1) 

Hp  .  cc[(«rt)&]  =  x[u{aXb)]  3-  cc[( ?*«)(&+!)]  =  x[{ua)b]ua  = 
[u{aXb)]ua  =  xu{aXb+a)  =  xu[aXib+l)]  (2) 

(1) .  (2) .  Induct  3.  P  ] 

•5    (No,  +«,  0)|(.s,îi,x)  P-4  3-  Pl-5 

^    3.     u,r',io£  Cls'No .  rt/;£No  .|3: 

•0     >>xn  =  '''^Xa)  .  {axr)  =  {axff^  .  ?tX?^  =  (X|+)§+  P<-3    Df 
•0^  aa=  ua  =  (m)a  .  up  =  vit  .  u{dw)  =  {uv)w=  itcic 
•02  t«((2+&)  3  ?^a+M5  .  rt(^f+r)  =  rt^(+rti- .  u{v+w)  3  ;?r+;a<; 
•03  N„xN„  =  No     .     N,XN.  =  N, 

•Il   bs^.Xa  .3  NoX?>D^^oX« 

•2     ?>,(?£  N„xa  .3  ?;+C£  N„xri  •s  1     NoXa  +  NoXrt  =  N^xa 

•3    ?>,?>+<?  £N„xa  .3  «^eNoXa  \"i-'3  Euclides  vu  P28  } 
•31  b£  NoX«  3  ^<^  ^  NgXac 

•32   //«■,/*£  N„XC  3-   «"^+^"'  £  NoX<? 

••4     a+?>  £  2No  .=.  nrj;£  2No  .w.  «,/>£  2N„+1 

.5     ft(^/+l)  £  2N,  .  r/(^/ +1X^^+2)  £  ON,,       ContimuUiou  :  i<!  P-2 

•fi     rt(a4-lX2a+l)£  6N0 
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>    ^    4.  a,h,c,d£  N,  Q. 

•1     a>»&  .=.  ac  >>  bc      '2  a>>&  .  c>»rf  r^).  an  )>  5fZ 
•3     (C>b  .  c'^d  .3-  ac-\-bd  >  ad+bc 

-    ¥lt    à 

•1     ?>,C£No .  a£  &+No  .3  {a—b)c^ac—bc       \  Euclides  vu  P7  | 

[  Df—  .  Distrib(X,+)  O-  ac  =  [{a—b)+b]c  =  ia—b)c+bc  O-  P  ] 

•2     b,d£Na  •  «£&+No .  C£  cZ+N^  .3.  {a—b)(c—d)^  ac+bd—bc—ad 

n     ^^     6. 

•0     «£11  .  ^£N„  Q.   rf x^  =  0[(+«)?;]  .  ax{-b)  =  0[{-a)b]    Df 
•01  'a,b  £  N„  .3  (+rOx(+^^)  =  +(riX&) .  (-rt)X(+&)  =  -{axb) . 

(+ft)X(-?>)  =  -(rtX/>) .  {-a)x{-b)  =  +(rtX?>) 
I  DiOPHANTUS  I   9  :       «  AeTii'iç  êm  Xeïynv  noXkajilaoïaad^eJda  Tioiei 
VTcag^iv.  Aeïi^Hç  ôe  ènl  imaQ^iv,  Jioteï  ?,8Ïyjiv.  »  j 

^     7.  a,b,C£ii  .'^.  -1  ax&£n 

•2     Ox«  =  0    .    lxa=a      -3  a{b+c)  ^  ab-\-ac      'h  ab  =  ba 
•5  aibc)  =  {ab)c  =  rt&c    "G--:  =  P1-6--7 

^    8.    a,b,c,dsii  .3 
•l     a(&— c)+5((?— a)+c(a— &)i=0 

•2     (a-&)(c-fO+(?^-c)(rt-fO+(^-rt)(^J-fO  =0 

•3     {ai.b){b+r){c-a)+{b+c){c+a){a-b)+{c+a){a+b){b-c)  = 

{a-b){b—c){c-a) 
•4    (rt-&)(/?+^-^<f)(rt— /-^+c)+(&— r)(a— &+6')(a+&-c)+{c— 

a){a-^b-c){b-\-c-a)  =  Ma-b){b-c){c-a) 
■S  «(&+c)(^+c-«)+6((?+a)(c+ti— ô)+c{a+&)(a+&-c)  =  6ft&c 
•6    a{b—c){b+c—a)+b{c—a){c-{-a-b)+c{a—b){a-\-b—c)  = 

2{a-b){b-c){c-a) 

^     9-0--6  =  (n  I  N.)  P3 

^     10.  a,bE\\ .  CE^^  .3'  ^-^^^  •=•  ^^^  ^  ^^'^ 

Par  les  signes  précédents  sont  exprimées  les  Df  de  /,  [^,  Np. 


54 


§24    /    R    r 

X    ^     1.  ae  N,  .  b£  N,Xrt  Q: 

•0     V^  =  7  N^f^a!3{xxa  =b)  Df 

•1     V^icN,  -2  {b/a)xa  =  b 

•3    /a£(axN,)jN, 

•4    «/l  =  a  -41  a/a  =  1 

^    2-1     .seCls'N,  .3  /s  =  A'  Df 

2     a,&£N,  .3  V^^  =  (X&XAO  Df 

Pl'O.  «Soit  a  un  nombre  (non  mil),  et  b  un  multiple  de  a.  «6  divisé 
par  a  »   désigne  le  nombre  x  qui  satisfait  à  la  condition  xXa  =  6  » . 

P'3.  «  Donc  /«,  qu'  on  lit  «  diviser  par  a  » ,  indique  une  opération  dé- 
finie sur  les  multiples  de  a\  le  résultat  est  un  N,  ». 

On  dérivç  toutes  ces  propositions  de  §— PI,  si  l'on  remplace  les  signes 
N„,+ — ,0  par  N„X,/,1. 

La  notation  bja,  répandue  notamment  chez  les  auteurs  anglais,  est  une 

transformation  très  commode  de  la  notation  commune  -,  due  aux  Hindous, 

a 

et  qu'on  rencontre  dans  Leonardo  Fibonacci,  a.  1202,  Liber  Abaci,  fol.  11. 

Le  signe  de  division  a  aussi  les  formes  : 

a)b  dans  Oughtred  a. 1667  p. 196,  où  «  quantitas  intra  curvam  denominator 

est»,  b-^a  (Pell,  MacLaurin,  ...),     b:a  (Leibniz),  etc. 

P2-2.  «  On  écrit  bja  au  lieu  de  (X&)(/«),  C  est-à-dire  multiplier  par  6  et 
ensuite  diviser  par  a;  a  et  6  sont  des  nombres  donnés  » . 

Toute  expression  de  la  forme  (X&)(/«),  où  a  et  &  sont  des  Nj,  s'  appelle 
«raison»  ou  «  nombre  rationnel»  ou  «fraction».  Nous  l'indiquerons  par 
le   symbole  R. 

Le  nombre  rationnel,  ou  raison,  Xéyo;  ov  àgiâfiàç  nooç  âgid/iwy  è/ji  d'Eu- 
clide,  se  présente  ici  comme  une  opération,  possible  dans  quelques  cas, 
précisément  comme  nous  avons    rencontré  les  nombres  positifs  et  négatifs. 

Selon   le  langage   ordinaire,  —  précède   le   nombre,  ou  la  grandeur,  sur 

laquelle  on  opère,  et   signifie  «  diviser  par  a  et  multiplier  pnr  6  ».  P.  ex. 

«    -^   de  15  fr.  »   signifie   «  ce  qu'on  obtient  en  divisant  15  fr.  par  5  et  en 

multipliant  le  résultat  par  3».  Mais  nous  préférons  donner  h  bja,  qui  suit 
le  nombre  sur  lequel  on  opère,  la  signification  «  multiplier  par  b  et  diviser 
par  a  » ,  afin  de  rendre  possible  l'opération  dans  un  plus  grand  nombre  de  cas. 
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R  =  (nombre  rationnel) 

Ni  X  /    ^^    3-0     R=i  X3  a  {a-b)3[a,b£^^  .  x=  (X &)(/«)]        Df 
•01  R=N,/N,  Dfp         [  =  P0] 

•1     NOR 
•2  œjjsR  Q.-.  x='i/  .=:  ?«fN,  .  nœ,  v.y  eN,  .3'-  ^^^  =  ".'/  J^f 

«  Deux  nombres  i-ationnels  x  et  y  sont  dits  égaux,  lorsque,  quel  que 
soit  U'  nombre  u,  tel  que  les  opérations  ux  et  ?<</  soient  possibles,  les 
résultats  sont  égaux  ».  Cfr.  §n  P3-2.  Quelques  A.  prennent  comme  Df  la 
P4-1.  Ils  ne  définissent  pas  la  raison  de  deux  Ni,  mais  seulement  l'égalité 
de   deux  raisons.   On  introduit  alors  les  nombres  rationnels  par  abstraction. 

^^    4.     a,b,c,d,e,f£^,  Q: 
•i     a/b  =  c/d  .=.  ad  =  bc        Dfp  |  Euclides  vu  P19  j 

[  Hp  .  ajb  =  cjcl  .3.  bel  ,  {bd){alb)  ,  {bdXcjd)  sX,  .  P3-2  .ZD- 
{bd){ajb)  =  {bd){cld)  .Z).  ad  =  bc  (1) 

Hp  .  ad  =  bc  .  ccsN,  .  xiajb)  ,  xicjd)  s  Nj  .3.  xad  =  a;6c  .13. 
{xajb)bd  =  {xcjd)bd  .  §xPl-51  -D.  xajb  =  xcjd  (2) 

Hp  .  ad  =  6c  .  (2)  .  Export  .3-  «/?>  =  cjd  (3) 

(1)  .  (3)  .D.  P  ] 

•2  a/b  —  {ac)/{bc)  j  Euclides  vu  PI  7  j 

•3  a/b  =  c/b  .=.  a=c  i     a/b  =  a/d  .=.  b=d 

•S  a/b  =  c/d  .=.  a/c  ~  b/d  .=.  b/a  =  d/c    j  Eucl.  vu  P13  \ 

•G  a/b  =  d/e .  b/c  =  e/f  7^).  a/c  =  d/f      \  Euclides  v  P22  j 

•7  a/b  —  e/f .  b/c  ==  d/e  .3.  a/c  =  d/f      \  Euclides  v  P23  j 

L'égalité  a\b  =  c\d  est  dite  une  "  proportion  ".  La  '5  exprime  les  règles 
dites  "  invertir  "  et  "  alterner  ". 

^    5-0    x,yE^  .3 

xy^y  =:  xy=^iR'^  ^3iH£'N^ .  ux,uxy  eN",  3'<  •  uxy^^uz)      Df 

«  Le  produit  xy  de  deux  nombres  rationnels  est  le  nombre  rationnel  z  qui 
satisfait  à  la  condition  i^aîi/  :=  î«3,  quel  que  soit  le  nombre  entier  «,  pourvu 
que  les  opérations  ux  et  uxy  soient  possibles  ». 

a,b,c,dE^^  3- 

\     {a/b)  {b/c)  =  a/c 
■2    {a/b)x{c/d)  =  {ac)/{bd)  }  Euclides  viii  P5  j 
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^^    G.     a,h,C£n  O: 

\     axheU        -2     ab  =  ba     -3    a(bc)  =  {ab)c  =  abc 
■A     ac  =  bc  .=.  a=b  -5     (R  |  N„)§X  P2-0 

•6    rtxR  =  R  -7    RxR  =  R 

•8     a  Nj'^  m3(ma,  rnb,  me  s  NJ 

^    7-0    xsR  r^.  /x  =  7  Ef^  t/3{œxy  =1)  Df 

^^?>£N,  O-     •  1     /(a/b)  =  b/a       -2     ia/b)/{c/d)  =  {ad)/{bc) 

La  P7-0  détinit  /x,  qui  signifie  «  diviser  par  ce  »,  ou  «  multiplier  par  le 
réciproque  de  a;  »,  ou,  eu  supprimant  le  signe  de  multiplication,  «le  réci- 
proque de  ce  » .  Ce  symbole  est  le  correspondant  de  — oc,  qui  signifie  «  re- 
trancher X  »    «  ajouter  l'opposé  de  x  »    «  le  nombre  négatif  —x  ». 

Les  calculs  sur  les  fractions  étaient  connus  des  anciens  Egyptiens, 
a.  —2000.  Voir  F1899. 

La  considération  de  la  fonction /a,  «le  réciproque  de  a»,  c'est-à-dire  la 
suppression  du  numérateur  de  la  fraction,  lorsqu'il  est  l'unité,  qu'on  remarque 
dans  Ahmès,  a  été  nouvellement  proposée  par  M.  Macfarlane  (Educat. 
Times,  a.l887). 

^    8.        a,bsR   ~): 

•1     /asR  -2    /(/«)=«  -3    /{ab)  =  {/a){/b) 

■A     b/a=:bx{/a)  Df 

P8-4.  On  peut  considérer  le  rapport  &/a  comme  le  produit  de  b  par  le  ré- 
ciproque de  a.  Ainsi  toute  division  est  réduite  à  une  multiplication.  Ces 
formules  ont  leurs  correspondantes  dans  §n. 

•5    a=&  .=.  /a  =  /b  .=.  a/b^L 

•6    œeR .  ax  =b  .=.  œz=  b/a  \  Ahmès  N. 24-38  j 

•7     /R  =  R 

+    ^    IL     a,b,c,cl,e,f£^,  O- 
•1     a/b  =  c/cl  .=.  {a+b)/b  =  {c-\-rI)/d  j  Euclides  v  P18  j 

■2  a/b  =  c/d=^e/r.-J-a/b  =  {a-\-c+e)/{b-{-d+r)  1  *  P12  j 
•3  a/b  =  c/d.e/b  =  f/d.-Z).{a+e)/b  =  {c-[-r)/d  \  »  P24 } 
•4    (^ct+c)/{b-\-d)  =  a/b  r).  c/d  —  a/b        \  Euclides  v  P19  j 

Les  règles  exprimées  par  ces  P  sont  dites  "  componendo  "et  "  dividendo  ". 

^^     12-0     x,yER  O- 

x-\-y  =  ?  R  '^  z3{^tE^^  .  ux,  uy  eN,  r)ii .  ux-\-uy  =  uz)       Df 

P120  «  La  sonnnc  de  deux  R,  x-{-y,  est  le  nombre  rationnel  -,  qui  satisfait 
à  la  condition  ux-\-uy  =  iiz,  pour  toute  valeur  du  nombre  entier  u,  sur 
lequel  on  puisse  effectuer  les  opérations  ux  et  uy  en  nombres  entiers.  » 
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a,b,c,d£N^  .'^. 
•1     a/c-\-b/c  =  {a+b)/c  -2     n/b+c/d  =  {ad+bc)/{bd) 

^    13.     a,b,œR  Q:  -1     a+bsR  -2     a+b  —  b+a 

•3  a-\-{b+c)  =  {a+b)-{-c=a-\-b-\-c        -A    a-{-c  =  b-\-c  .=.a=b 
•5     (R  I  N„)§+  P7        -6     R  +  R  =  R        «7     a{b+c)  =  ab+ac 

^     14.  a,b,cs'R  ~): 

l     a;,y£R  .  œ/a  =  y/b  .  œ-\-y  ^=.c  .=.  œ=  ac/(a+b) .  ?/=  bc/{a-\-b) 

I  Ahmès  N.63  I 

La  règle  pour  décomposer  un  nombre  c  en    parties   proportionelles    aux 
nombi-es  a  et  &  est  dite  "  règle  de  proportion  "  ou  "  de  société  ". 

>    ^^     15.  a,b£R  Q:     -0  b>a  .— .  («CJ)  .=.  te  «+R       Df 

•ùl    Z>>>«   .=:.    U£N^  .  ^irt,  «&  £  Nj  .  ^u  .  ^<^  >>  ^^rt  Dfp 

§>P2-l--7         §xP4-l--3 

^     16.  aAc,c?£N,  .^: 

•1  a/b>c/b  .=.  a>c  :  a/b>a/d  .=.  b<d       j  Eucl.  v  PIO  | 

•2  a/&  >•  (?/(i  .=.  ad  >>  &<? 

•3  «/&  =  c/d .  a:>b .  a>c  O-  <^+'^  >  ^+^        I  Eucl.  v  P25  | 

'i  a/{a+b)  <  {a+cy  {a+b+c-) 
•5  a/b <c/d.^.  a/b < {a+c)/{b-\-d) < c/fZ     J  Chuquet  p.653: 

«  La  rigle  des  nombres  moj-ens.  Numérateur  auec  numérateur  se  adioustent 
et  denorateur  auec  denorateur.  »   | 

I  Pappus  VII  P8  p.691  I 

^     17.     a,b,c,d£R  .3. 
•4     b>a  .=.  /b  <  /a  .=.  b/a  >1 

•2     «>& .  c<d  .3.  a/c  >  b/d  :  a<b .  c>(i  .3.  a/c  <  b/d 
•3    rt<&  .=.  a  R'^  x3{a<Cœ<b) 
•A    a<CJ) .  m,n£Si  .3-  ^<!  (/«ft4-'^^)/(/^^+^0  <C& 
•5    aeR-tl  .3  rt+/a>2 

-    ^    21.     a.teNi .  c£  a+N,  .  cte  &+N,  .3 
M     c/a  =  6?/&  .=.  {c—a)/a  =  {d—b)/b      \  Euclides  vu  Pli  | 
•2    c/a  =  d/b  .=.  {c-{-a)/ic-a)  =  {d+b)/{d-b) 

^    22-0    xsR  .  us  x-^R  r^-  y— oc  =  1  R'^  z3{x-\-z  =y)  Df 

•1     b,C£^i .  a£  &+N,  r).  a/c—b/c  =  {a—b)/c 
•2     a,b,c,d,ad—bc  eN,  .3-  a/b— c/d  =  {ad—bc)/{bd) 
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^    23.     a£R.Z>£a+R.3       '^     &-a£R       '2     (&-a)+a  =7; 

^^    24.     (R  I  N„)  §-  P2 

^    25.     agN^ .  \)E  nXrt  -3       '^     V^^  =:  ?  n'^  JC3(a;a  zzzh)      Df 
•1--5  z=  (n  I  N,)Pl-d--o  -6  0/ft  =0 

r  =  (nombre  rationnel  relatif) 
%    310     r  =  n/N,     Df  -1     r=-|-Rw— Rw/0    Dfp 

•2      R,=:RwfO  Df  I  P:x.:  §mod   P210 

•3     R  D  Ro  D  r  -4     n  ;3  r 

%    32.    x.yex  7^:. 

\     x^^y  .^-.ue^  .u-\-x,u-\-y  £K  r^u.  iù-\-x=u-\-y       Df 
•2     ûc+.y  =  ?  r'^  J3(^(£R .  i«+a?,  i(,-\-x-{-y  sR  .'^u.  u-\-x-{-y  =  «*+ j)  Df 

•  3     —X  =  ?  r'^  y3{x-\-!/  =0}  Df 

•4      ^_^/:^^.+(_y)  Df 

•5  x=y  .=:  i«£n  .  ^(a■,  uy  en  .^^^  z?x-  =  uy  Dfp 

•6  xXy:=xy  =  iY^a3{u£n.iix,uxyEn  r^u.  uxy=.az)  Df 

•7  /œ=^iY^y3{xy:^l)  Df 

•8  x/y~xx{/y)  Df 

•9  ii-'+y  =  ?r'^  ^3('«£n  .  r«a7,  uy  £n  .3)"-  ux-\->'y  =  ?/j)  Dfp 

^^     33.  a,&,cfr  .3       -J   a+^£r 

^     34. .3.      -1    — rt£r 

^\k     35.  (r  I  n)§nP6-0--l 

^^    36. .3        -1  axhev 

^^    37.  a,b£r'iO  .3      -1      /«  £r 
•7     /—a=  —/a 

^^    40.     a,b,c,d,a,b',c'£r  3-"- 

•1     a — c  -=0  3-  ^^"^'  •  <'i^+^  ^=  ea74-<'^  •=■  ^=  {f^ — ^^)/l'' — c) 
\  Aryabhata  P31 : 

«  Par  la  diflërence  entre  des  objets  [a — c]  divisez  la  différence  des  roupies 
[(/ — h],  ([im  possèdent  deux  personnes:  le  quotient  [{d—b)j{a — c)]  est  la 
valeur  d'un  objet  [=.f],  si  les  fortunes  sont  éyales  [a.v+b=ca-+(l]  » .\ 

•2     ir,.v£r  .  œ-{-y  =za  .  x — y  =/>  .:=.  œ=i  {a-\-b)/2  .  y=z  {a — b)/2 

\  DlOrilANTUS  I  1 1 


•2- 

•0 

^  §n  P4-2- 

•0 

•2- 

■7 

=  §n  P5-2- 

•7 

2- 

7: 

=  §XPT-2- 

7  P8 

2- 

•6 

=  P8-2--6 
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•3     aV — ah -=0  ry.  x,y£Y  .  aœ-\-hyz=c  .  ax-\-h'y  =c'  .=. 
07=  {ch' —c'b)/{ab' —a'h) .  y=z {ac' —a  c)/{ab' —ah) 
Continuation  :  §Subst  5-6 

4  a  {x;y)3{  x,y£Y  .  4pc-=.0  .  y:=0) .  ax-\-hy  =0  .  a'œ-\-h'y  =0] 
.=.  ah'— a'h ^0 

5  x^y^zEX  .  y-\-z  =a .  z-\-œ  =h  .  œ-\-y  ■=:c  .=.  x=^  (?^+c — a)/2  . 
y=  {a+c—b)/2 .  z=  {a+h—c)/2     |  Diophantus  1 16  | 

6  x,y,z£r  .  y-\-z — œ  ■=a  .  z-\-œ — y  =^b  .  œ-\-y — z  =c   .=. 
x=z  (b+c)/2  .y=  . .  .  i  Diophantus  I  18  j 

7  œ,y,z,tsr  .  y-\-z-\-t  =a  .  œ-\-z-\-t  =h  .  œ-\-y-\-t  =c  .  x-\-y-\- 
z  —d .—.  œ=  {h+c+d—2a)/'3 .y=...   \  Diophantus  I  17  | 

8  x,y,s,t£v  .  y+z-{-t — x  =a  .  x-\-z-{-t — y  =h  .  x+y+t — z  =c  . 

x+y-\-z—t^=d  .=.  X  ={a+h+c+d)/4:—a/2  .  y=  . . . 
I  Diophantus  I  19  | 

^    41-0  a,h,c£  r-tO  .  a~z=b  .  b^^c  .  c-=a  .  a-{-b-\-c  =0  .'^. 
[i,a-h)/c+{b-c)/a+{c-a)/b][c/{a-h)+a/(J)-c)+b/{c-a)]=9 
\  Peior  a.l878;  Cfr.  Mm.  a.l881  t.lO  p.33  | 

^    42.  a,h£Y  Q:  -0  h>a  .=.  h£  «+R 

•01--9  =  (R,r)  I  (Ni,n)  §n  P7  -91  h>a  .=:.  a  (a+Ry^(&— R) 

Les  Df  de  E,  /?,  -0;  V,  1,  sont  composées  par  les  seuls  signes  qui  précèdent. 
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§25    [^  =  (puissance) 

N„  +  X    ^     1.  a,h,m,n£^,  Q. 

•0     a['in  =  a^  =  l[{xa)iH]  \  z=  "  a  élevé  à  la  puissance  m  "\  Df 

Note.  Euclide  indique  les  puissances  par  une  périphrase. 

Dans  Chuquet,  a.l484  et  ses  contemporains,  la  base  est  sous-entendue; 
elle  est  l'inconnue  du  problème. 

Girard  a.l629  adopte  la  notation  (m)a. 

La  notation  a»»  a  été  introduite  dans  l'usage  commun  par  De  s  carte  s, 
a. 1644;  nous  la  .suivrons  ici  lorsque  l'exposant  est  simple. 

La  notation  a^m  se  rencontre  dans  Pell  a. 1659  (cfr.  Wallis  t.2  p. 239); 
mais  nous  avons  donné  la  forme  f^ ,  qui  est  le  signe  de  racine  renversé,  au 
signe  de  Pell,  qui  est  la  sigle  grecque  de  la  terminaison  oç. 

La  notation  a[^m  est  plus  commode  lorsque  l'exposant  est  composé;  en 
écrivant  l'exposant  en  caractères  plus  petits  on  rencontre  des  difficultés  de 
lecture  remarquées  dans  IdM.  a. 1900  p. 271,  et  des  difficultés  typographiques 
encore  plus  graves.  Par  ces  raisons  plusieurs  A.  écrivent  exp  x  au  lieu  de  e^^  . 

j     rtf^O=l      -2  a^^m+l)  =  {a!^m)xa  Dfp 

[  (N„,X«,  l)|(s,M,a)§+P10-l-2  .3  P-1-2  ] 

•21  «1^1  =  a*  =  a  .  «f^2  =  a^  =r  axa 

•22    l\^ul  =  1''^  =  1  -23   0;^(m  +  l)  =  0 

•3     a\^m  £  N„  [(Xo,X^/,i)|(6-,«,fl)§-f  PlO-3  .D.  P] 

•4     {a\^m)X[a\'n)  =  «j^(//i  +  »)  [ "^ î 

I  DiOPHANTUS  Arith.  I  j 
•5     (axbfmz={a\^rn)x{b\^m)  \  Distribf,x)  | 

[:No,X«,X6,1)|(s,«,î;,«)§+  PlO-62  .D.  P] 
•6      {a['mfn  =  al^{iuXii)  [(X,„X^',m,?i.l'I'.s-,»,a,6,.r)§X  P2-4  .3  P] 

jEucLiDESix  P3-4,8,  9,  11  J 

^^     2.  a,b£^o  O- 

•  1     {a-\-  bf  =  a' + 2ab  +  b^  \  Eucliues  ii  P4  j 

{a-\-by  =  a'-\-Sceb-{-'dab'-\-b'  \  Dioimiantus  iv  P9  { 

{a^by  =  a'  +  4a'b  +  6câb'+Mb'+b' 
{a-^hy  =  a'+ba'b  +  lO(âb'-\-10a'b'+bab'-\-b' 
{a-\-by  =  a'  +  6a'b-]-lbaV+20a''b'+lba^b'-\-6ab'-^b' 
{a + by  =  a'  -}-la'b-\-2\  a'b' + nba'b' + 35a'^* + 2 1  a^b' + 7^/  // + // 
(«  +  &)«  =  a''  +  SaV)-<r2Sa'b'-^bGa'b'+  lOa'b'  +  bCufb'+^Sa'b' 
+  8aZ>'+&''  Continuation  :  §C  PT-l 
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I  TscHU  ScHi  KiH  a.l303  ;  Stifel,  Arlthmetica  intégra, 
a.l544,  liber  1  c.  5;  Tartaglia  a.l556  p.73: 

«  Se  una  quantità  sarà  divisa  in  due  parti,  corne  si  voglia,  il  cubo  censo 
ceiiso  di  tutta  la  quantità  [(«  +  &)**]  sempre  sarà  eg'uale  a  qnesti  13  princi- 
pali  produeti,  cioè  al  prodiitto  del  cubo  censo  censo  délia  prima  parte  [a*^]. 
Et  al  produtto  12uplo  del  terzo  relato  délia  detta  prima  parte  via  la  se- 
conda parte  [12a"61.  Et  al  produtto  del  GGuplo  del  censo  relato  délia  detta 
prima  parte  via  il  censo  délia  seconda  [66«'"6-] et  finalmente  al  pro- 
dutto del  cen.  cen.  cen.  délia  seconda  parte  [6'^J...,  et  con  tal  modo  poti-ai 
procedere  in  infinito.  »j 

•11  {aJ^hf  =  a'^b'-\-?>ab{a-\-h) 

•12  (a +&)*-!- a* +&*  =  2{a'^a'b+hJ 

•13  a\a+hy-\'CÎ'h^+{a+hYh^  =  {ce+ah+hy 

•U  {a+hf  =  a^+h^-^bab{a-^b){a^-\-ab  +  b^) 

•13  (a+by  =  cû+b'+labia  +  bXa'+ab-hby 

\  -u-lb  Cauchy  a.l839  Œuvres  s.l  t.4  p.501  \ 

•  1 6  {a  +  bf + a' + b'=2{a' + a&  -f  b')[{ce -hab  +  bY+ 4.a'b\a  +  bf] 

^^     3.  a,b,C£^,  .3 

•1     {a+b  +  cy=a^+b'+c^+2ab-\-2ac-\-2bc 

•2     {a-{-b+cy  =  a'+b'-\-c'-}-3{a'b-i-ab'+a'c+ac'+b'c+bc')  + 

6abc 
•3  »  =:  a'+b'+c'^3{a+b){a^c){b+c) 

'k  »  Yoabc  —  a^^b^^âY\a^b-\-(^{ah^acM^c) 

•5  »  +rt^+?/+6-'  =  {b^&f^{c-\-(if^{ci^by-V^abc 

•  6    {ci^b^cy  —  a' + Z>* + & + 4(rt'&  +  cec + b^a + Z>V + &a + c'  &)  + 

6(a'^' + aV  -h  &  V)  + 1 2{an)c + V'ac  +  &ab) 

•  7  »         +  {cû + ?>* + 6-*)  =  2(a' + &' + ^')  (a  +  &  +  r-)'  + 

8«&r(a  +  7;  4-  r)  +  2(a'7>' + «V  -F  7>  V) 

•9     (a  +  ?>  4-  r^'  =  «'  +  Z>' + r' + o(«  +  b){ci  +  r)(&  +  r)(rt' + &'-h  c' + a&  + 

Continuation  :  §!  P8. 

^^    4.     a,b,m,,nE^^  7y. 

•01     rt'£N,7>'  .=.  a£N,&        -02     a^eN,?;'  .=.  rt£N,& 

j  EucLiDES  VIII  P14-17: 
"Eàv  r€TQ(lycovoç  TETQaycovov  fistgr],  xal  f]  nXevQÙ  t)]v  TilevQav  juetqï'joei' 
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xal  èàv  fj  nXevQà  t}]v  jiIevqÙv  fxerQfj,  y.al  ô  TeiQÛyœvoç  rbv  Tezoàyojvov 
IxerQYjOEi. 

"Eàv  xvj^oç  àgi&jubç  xv^ov  àgiéjubv  /uetq^, 


-,    xal    ô    xvfioç     lov     y.vfjor 


•1      CŒ  ^^Xb   .=.   a""  s  NjX?^""  I  EUCLIDES   VIII  P6  j 

•2     a'+b'sim^  O-  «/^£3N,     :     a'+b'sW^  Q.  «,&£  7N, 

Continuation  :  §Np  3*22 
•3     (lOa+5f  =  a(rt+l)x  100+25 

(100a+24r  £  100N,+70         (100rt+24f  "*^*  £  100N,+24 
(lOOa+76)'''  £  lOONo+76         (100a+26r^'  £  100X^+76 
2n+2_|_32«+i  g  rj^^        g^^+'+S''*^'  £  1  INi        2«**+''+3*"  '^  £  1 7Ni 
23'^-*-'+3x5^^''  e  17N^  2"'»+2^^*+5''^+'  £  23N, 

^    5.    !/,?;£  Cls'Ng .  a,&£No  .3- 

•0     if^b=:u'{\'b)   .   «f^y  3=  (af^)'??  .  ?fw=  ([^l+)§+P7-3     Df 
•01  «f(?«+?^)  =  (ffM)X(«M    •    {uXvY  z^u^xv" 
•1     N„^  13  3No  O  (3N„+1)  N,"  3  4No  u  (4No+l) 

No'  D  5No  O  (5No4-l)  u  (5No+4)         N^'  Z)  ^N,,  vj  8No+1  u  8No+4 
No'  D  lONo  u  (lONo+1)  O  (lONo+4)  w  (lONo+6)  u  (lONo+9) 
No^D4Now(4N,+l)o(4N„+3) 

No"  D  '^N,  u  (7N,+1)  u  (7No+6)        No^  D  9No  w  (9No+l)  u  (ON^+S) 
No*  D  5N„  w  (oNo+l)  Continuation  :  §Chf  §Np  3*9 

rt£No  O.  (lONo+rt/  D  lONo+a 

•2     rt£Ni  3:        câ  £  Ni'  .^.  «£  N,"  j  EucLiDES  IX  P6  : 

'Eàv  àoiûfibç  êavrbv  nolXaTilaoïàoaç  xv^ovnoifj,  xal  avxbç  xvfioç  EOJai.\ 
a+l,  a'+l  £  2N,'  .=.  a=l  .w.  a=l  \  Fermât  t.2  p.434{ 

a'+2  £  N,'  .=:.  a=h  rt^  +  4£N,''  .=.  «=2  .w.  «=11 

{Fermât  a.l657  t.2  p. 345: 

«...  il  n'y  a  qu'un  seul  nombre  quarré  en  entiers  qui,  joint  au  binaire, 
fasse  un  cube,  et  le  dit  carré  est  25...  » 

«...  si  on  cherche  un  quarré  qui,  ajouté  à  4  fasse  \\\\  cube,  on  n'en 
trouvera  jamais  que  deux  en  nombres  entiers,  savoir  4  et  121.  »i 

^:'+r?£2N/  O-  ^'=1  I  Fermât  t.l  p.341  { 

rt(r(+l)(rf+2)(rt,+3)+l   £  N.^  [  =  ^>,ï+3.,+1»  ] 
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(2No+l)-(8No+7)  Z)  No'+No'+N/   j  Legendre  a.l797  p.398  | 

•4     N,  'J  N,'+AV+N/+N„^  I  Bachet  a.lG21  p.241  : 

«  Omnem  aiitem  luimenim  \^el  quadratiim  esse  vel  ex  diiobus  aut  tribus 
aut  etiaiii  quatuor  quadratis  componi,  satis  experiendo  deprehendis.  »  j 

|Dem.  Cfr.  Fermât  t.l  p.305;  Lagrange  a.1770  t.3  p. 189  | 

•41  (N,+l)^  Z)  ^i  +  N/  +  No^  +  No^ 

I  P.  Tannery  IdM.  a.  1898  t.ô  p.281  | 
•42  (8N„-h7)xN,^i:)N/+N/+N,^+N/^  |  Fermât  a.l636  t.2  p.66: 

«  Octuplum  cuiuslibet  numeri  unitate  deminutum  componitur  ex  quatuor 
quadratis  tantum,  non  solum  in- integris  sed  etiani  in  fractis».! 

•5     a,b,C£^, .  ce=  W^&  .3  &e  m,  u  ce  m,  .  b£  4N,  o  es  4N,    . 
as  5Ni  u  bs  5Ni  w  ce  ÔN^  .  abc  s  6ON1 
î  Frénicle  a.l676  p.76-79  j 
•0 
2[^(2|^5)+1  £  N,X[2V^'+1)+1]       jEuLERPetrC.  a.l732  t.6  p.l04| 
2f^(2|^6)  +1     £  N,x[2«(2^"+2^+2*-l)+l]  j  Landry  | 

2|^(2r^l2)+l  £  NiXL2"(2'— 1)+1]     |  Peryouchine  PetrB.  a.l878  | 
2^(2^23)  +1  £  N,X[2^^(2^+1)+1]     J  »  »  | 

21^(21^36)  +1  £  N,x[2''(2'+1)+1]  |  Seeliioff  Zm.  a.l886  t.31  p.l73j 
Continuation  :  §Np  3"4 
•7     a,&£Nj  .  ms  2N,+  1  Q.  a"'+7;"*  £  N,x(a+&) 

•0    -a  (N/+N/)'^N/  j  Alciiodschandî  a.992  | 

•1     ns  N„+3  .3  -a  (N,"+N;'^)'^N/*  Î  Fermât  t.l  p.291  : 

«  Cubuin  autem  in  duos  cubos,  aut  quadratoquadratum  in  duos  quadrato- 
quadratos,  et  g-eneraliter  nuUani  in  infinituni  ultra  quadratum  potestatem 
in  duas  eiusdem  nominis  fas  est  dividere:  cuius  rei  demonstrationem  nii- 
rabilein  sane  detexi».| 

La  déni,  se  réduit  au  cas  où  y/sNp.  Kummcr,  a. 1850  JfM.  p. 138,  a  dé- 
montré cette  P,  si  :  7'sl---{n — 3i/2  .3»-.  nt  Br  -s  NiX». 

•2     -a  [NX4N„-f3)]'^(No^+N„^)       î  Fermât  a.l640  t.2  p.203  : 

«  Un  nombre  moindre  de  l'unité  qu'un  multiple  du  quaternaire  n'est  ni 
quarré,  ni  composé  de  deux  quarrés,  ni  en  entiers,  ni  en  fractions».! 

•3    -a  iN,^x(8N„  +  7)]'>(N„^-|-N„^+N„^)         |  Fermât  voir  5-42  | 
••4    -a  (N,*+N>N.^      •  -a  (N,*+N,>N/      \  Fermât  t.l  p.327  \ 
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>    ^    9.    a,b£l^^  .  a-=b   .3 

•01     a'+l/  >  2ab  [  (a-by>o  o-  P  ] 

•02  2{a'+b')  >{a-\-bf  [P-OlO-P] 

•03  {a+bf>4.ab            \  Euclides  vi  P27  |         [  p-04.d.P] 

•04   2{a'+lf)  >  {a-{-b)ia^  +  b')     [  2{a^+l^)-{a+b){a'+b')  =  ia-bf{a+b)>0  ] 
•Ob   Aia'+b"^  >  {a-^bf[P-Oi  O.  Ha^+¥)>{a+b)x2{a^+b')  .  P-02  O.  P] 

•06  a^+b'>  ab{a-\-b)  \  Harriot  p. 79  |  [p-gô.d.P] 

•07  S{a'+a'b'-\-b')  >  {a'+ab+by        |  Bertrand  a.l855  p.l42  { 

•08  2{a'-{-a'b'+b')  >  nnb{a'W) 

•09  Ma'+ab+b'f  >21a'b'ia'+b'f  \  Harriot  a.l631  p.85  | 

rt,?;,C£Nj .  ~{a=zb=c)  .'^. 

■\  1  a'+b'+c-"  >  ab+ac+bc  [  {a-b)'+ia-cy+{b-c')^o  O-  P  ] 

•12  ;i{a'W+c')  >  (ci+b+cf  >  'd{ab-\-ac+bc) 

•d3  a<b<c  .  a+b>c  .3  2iab+ac+bc)>  a'-^b'-]-c' 

[3(a3+63+c3)— (a+&+c)(a2+6-^+c^=(rt-&)-(a+6)+(&— c)-(6+c)+(c— «)-(c+a)] 

•4  6  2(«'4-i'>'4-^'')  >^<'(^^+^)  +b\c+a)+c\a-[-b)  [  P-15.3  P] 

•1 7  3(a'+?/+6-=')  >  (a+&+c)(«&+rtc+&c)  [  P-ll .  P-15  o-  P 1 

•18  9{a'+b'+c')>{a+b+cf  [  P-lô .  P-12  O-  P  ] 

•19  a\b+c)+b%c+a)-[-c\a+b)  >  6rt&c 

[  a-{b+c)+b-{c+a)+c-{a+b)—eabc  =  a{b—c:)-+bic—af+c{a—b)^  ] 
•20  a'+b'+c'  >  3a&c  [  P-16  .  P-i9  O-  P  ] 

I  •Il •12-19-20  Harriot  a.l631  p.84  j 
•2 1  S{a'+b'+c')  >  3{a+b){a-\-c){b-\-c)  [  P-16  .  P-20  O-  P 1 

•22  (a+&4-c)(a"'+&'+c')  >  9a&c  [  P-19  .  P-20  O-  P  ] 

•23  2ia+b+c){a'+b'+c')>'d[a\b+c)Wic+a)+c\a-\-b)    [p-i6dp] 
•24  {a-[-b-\-cf>21abc  [P-19  .  P-20  o.p] 

I   Harriot  a.l631   p.85  :   «  Si  quantitas  sccetur  in  très  partes  inœ- 
qxiales  Cubus  è  tertia  i)arte  totius  major  est  solido  è  tribus  partibus  iuœqua- 
libus.  Si  sint  qiiantitatis  très  partes  iiiaequales  p,  q,  i',  est... 
p+q+1 


p-\-q+r 


>  21pq)' 


•2S  {a+b)(b-[-c){c+a)>  Sabc  [  P-in  O-  P 

•26  a'+b'+c'+Sabc  >  a\b+c)+b\r-{-a)-{-c\a-{-b) 

•2 7  r7>/>>r  ~).  (rb+b\^+r\(  >  (fr-\-b\i-\-c^b      [  PU- 1 1  O-  P 

•30  (ab-\-ac-{-brf';>  MJh\(i-\-})-\-c) 

•31  a'+b'-{-c'^abc{a-{-b-{-c) 
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•32  {ai-b-\-c){a'+h'+c')  ^  {a'+h'+c'f 
a,b,c,dsNi .  m{a=b=c^=d)  .'^. 

•41  4{a'+b'+c'+cr)>{a-\-b+c+df  [  pu-08  D  P  ] 

•42  S{a*+b'+c'-\-cr)  >  2iab+ac+ad+bc+bd+cd) 

•43  3(«+&+c4-rf)'    >8(  »  »  ) 

•51     a,b,c,d£  N, .  -(«/&  =  c/'d)  Q.  (a"-+&')x(c'+d')  >  (ac+Mf 

•52    a,b,c,d,e,f£N, .  -(a/cZ  =  b/e  =  c/f)  Q. 

(a^_|-&î_}-e')X(rf^+g'+/^)>(rtrf+&e+c/')'  [  P14-53  D  P   1 

Continuation  :  §2"  20. 

^^     10.  a,&,m,n£N,  .3         -1  rr>?;.—  rt"^>Z;'" 

•2     a>l  .3:  m>7i  .=.  a""  >  a^ 
«.=6  .3.     •S  a'~^^+&*"+^  >  a&(a"*+n 

[  a»»+2+&»»+2  _  a&(a'»+&'«)  =  (a— &)(«»» +!—&'»+ 1)  ] 
•4     2"^(a'"^'+?)'"^»)  >  («+&)'"+• 

—  n    ^*^     11.  a,b£n  .  m,n£N^  .3  '0-"-  =  Pl"0--2      -3  a*"  en 
•4--6  =  P1-4--6     -7  {—af  =  a" 

•71    (-a)K2>/0  =  «|X2m)  -72    (_a)|^(2y/Z  +  l)=:-rtfX2Â/l+n 

^     12-13.  «,&,mi  .3  P2  .  3. 

^     14.  a,b,c,d,e/,g,h,a',b',c',d',e'f,g',h',2J,q£n  r): 
•01  (rt+&)(a— Z))  1=  «'—5' 

•02  (rt+&)2+(a— ?>)-2  —  2{a'+b')  \  Euclides  ii  P9  | 

•03  {a+by—ia—by  =  4ab  \        »  »    P5  j 

•04  {a—by+{b—cy-{-{c-aY  = 

2[{a-b){a-c)+{à-ct){b-c)+{c-a){c-b)] 
•03  (a-by+{b—ry+{c—ay-\-{n-[-b+cy  =  3{câ+b'+^^) 
•06  {a+b-\-cf+{fi-{-b—cf+ia—b-{-cy-\-{-~a+b-\-cf=4{a'+b'+c') 
•061  {a-{-2b){b+c-a)+{b-\-2c){a—b-\-c)+{c+2a){a+b-c)={a+b+cy 
•062  3ia+b+cf  =  ia-{-b-cf+{b-\-c—af+{c+a—bf+S{ab-{-ac+bc) 
•07  {-a+2b+2ry-\-{2a-b+2cy+{2a+2b-cy  =  9{a'+b'+c') 
•08  (a4-&+6'+rr/+(rt+?;— c-cZ)'+(«+c— &— rf)'+(^+f^— &-c)'  = 
(—a-{-b+c+df+ia—b-{-c+df+{a-\-b—c-\-d)'+{a+b+c—dy  = 
4{a'+b'+c'+d^  ILegendre  a.l816  p.8} 

•09  a-\-b+c+d+e=r)m.  .3  n'-\-b'+^^+d'+e' = 

{2m—ay+{'^m-by+(2ûi-cy+{2m—dy-{-(2m-ey 
\  -Ol-'Od  EuLEK  a.l750  CorrM.  t.l  p.515  j 
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•10  {a'+ab^b'){a—b)  ■=  a'—l/ 

•H  a\b—c)+b\c—a)+c\a—b)  =:  {a—b){a—cth—c) 

•12  (0'—c^-itb{â—a^-^c{(î'—b^)  ^  {b—a){c—a){c—b) 

•121  {a-b)\a-^b-2c)-\-{b-c)\b-^c-2a)-\-{c-a)\c^a-2h)  = 

3{a—b){b—c){c—a) 
•]22  {a+hf{a-b)+{fj-\-rf{b-c}+ic+nf{c-a)  =  -{a-b}{b-c){c-a) 
•1 3  {a-{-b+rf—{b+c—af—{c+a—bf—{a-{-b—cf  =  2^abc 

\  Gergonne  Ann.  a.  18 16-1 7  t. 7  p.  163  | 
•i  4  a'^b'+c'—Sabc = {a+b-\-c){a'+b'+c'—ab—ac—bc) 

?^2_|.e2_|-tZ'— «  &— &^— m— ac?— &cZ— crf) 
•16  {a+b—c){a—b+c){—a+b-\-c)  = 

a\b+c—a)+bXa-{-c—b)+c\a+b—c)—2abc 
■  !  7  (a-&/+(^— c^+Cc— a)'  =  3(a— ??)(&— c)(6-— a) 
•21  {a'+a'b-{-ab'-\-b'){a—b)  =  a'—b' 
•22  (a^+a&+&7-(a'— a&4-^?  =  4:ab{câW) 
•23  a{a—2bf—b(b—2af  =  (a—bXa+bf 
•24  (fi^4-&^^  =  («'— />'f+(2«&)'  }  EucLiDES  X  lemma  P29  | 

Cette  P  a  été  attribuée  à  Pythagore  et  à  Platon  par    les  commentateurs 
d'  Euclicles.  Voir  Proclus  éd.  Friedlein,  Lipsiœ  a. 1873  p.418;  Euclides  t.5  p. 214. 

•23  rt*4-4//  =  {a'-\-2ab+2b')ia'—2ab+2b') 

\  EuLER  a.  1742  CorrM.  t.l  p.  145  j 
26  a'+aVf+b'  =  (a'+ab  -{-b'){a'—ab-\-b') 
ç>-  a''-[-b''—ab{a'-\-b'')  =  {a—b)\ce-\-ab-\-W) 
28  {a^b)''-{a-bt=%ab{a^-\-b^) 

\  Cauchy  Exerc.  a.l841  t.2  p.  144  \ 

3 1  a{b^f'f-\-b{c-a)'-{-c{a—bf  =  {a-b){b—c){c—a){a-\-b-\-c) 

32  a\b—(J)-\-bXc—a)-\-c\a—b)  =  {a—b){a—c){b—c){a-\-b-itc) 

33  (a+&+c)(a+&— c)(a— &+c)(— a+ft+c)  = 

2(a^Z>^+rtV+&V)— (a*+&*+c*)  =  {a'-\-b'-\-cy—2{a'-\-U-\-c') 

34  \{a—br^{b—c)'^-{c—cifj  =  2\_{a-br^{b—c)'-\-{c—a)'] 
3  3  a'+?;^+c'*=(a+&+r;)(a— &— cX&— c— aXc— a— &)+ 

3(i  (rt+/^){a-?>)'+(/?+(?)(^-c)'+(c+a)(c-a)'  = 

2(a+?>+e)(rt-Z>)(/>-r)(c— a) 
37  rt?,(^i2_j,^2j_j_^^(/^Q_ç2j_^^^j(^.2_^^2^  ^  _i^a+}j^c){a-b){b-c){G-a) 

a(Z)-c)(6+6--a)^+^(c-«)(c+a-Z;f+c(a-^)(«+^-tf=0 
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•4 1  {a'+b'){c'+d')  =  {ac+bd)'+{ad—hcf  =  (ac—bdf+{ad+bcf 

I  DiOPHANTUS   III   P22  I 

•42  {a'—b'){c'—d^  =  (^c(c—bdf—{ad—bcf 
•43  ^a'+b'+c'+d'?={ffW—c'—d'f+{2ac±2bdf-\-{2bc^2adf 
\  P.  Taxxeey  IclM.  a.  1898  p. 282  | 

•51  {a'+cb'){a"+cb")  =  {aa'+cbb'f+c{ab'~a'bf 
•S2        »  »        =(aa'—cbby+ciab'+a'bf 

•S3  (câ-\-b'+c')ia"-\-b"+c")-iaa'+bb'+ccJ  = 
{ab'—a'bf+iac'—a'cf+ibc'—b'cf 

a'b+cd'—cdf+{ac'—a'c—bd'+b'df+{ad'—ad+bc'—b'cf 
I  EuLER  PetrNC.  t.5  a.  1754  p.54  j 

•55  {a'—pb'—qc'+pqd'Xa"—2)b"—qc"+2Wl")  = 

{aa'+2^bb'  ±q{cc'+23dd')f—p{ab'+a'b±q{cd'+c'd)f 
—q{ac'—pbd'+{a'c—2^b(d)f+PQ{b(^'—':^(^'izi^'d—b'c)f 
î  Lagrange  a.  17  70  t.3  p.201  \ 

=  iaa+bb'+cc'+dd'+ee'+ff'+gg'+hh'f 
+  {cib'—ba'-\-cd!—dc'-\-ef'—fë-\-gh'—hg'f 
+  {ac-\-bd'—ca'—db'-\-eg'—f]i—gé-\-hfJ 
+  {ad'+bc—cb'  —da'+eh'+fg'—gf'—he'f 
^(^ae'—bf'+cg'-dh'-ea'+fb'—gc'+Jid'f 
+  {af'+be'—ch'—dg'—eb—fa+gd'-[-hc'f 
+  (ag'-bh'-ce'+df  +ec'-fd'-ga'+hby 
+  iah'+bg'+cf'+de'-ed'-fc'-gb'-haf 

\  Degen,  Mém.  de  l'Acad.  de  St.  Pétersbourg,  a.l822  t.8  p.4  | 
•01  œ—ab  .  y=.{a-\-b)b  .  z=za{a-\-b\a^-\-cdj-\-2b'') .  ic=:(f-\-nh-\-W 

•71  a'^b'—ab{a'+b')  =  {a-\-b){a—b)\cî'-\-b^ 

•72  (rt+&+r-/=(a4-&-c/+(?>+C-rt)'+(^+«-^^/+80rt&c(rt'+&^+O 

}  Cauchy  Exercises  a.  1841  t.2  p.  144  | 
•73  {a—bf-\-{^)—cfM(^—(tf  — 

b{a-b){b-c){c-a)[{a-bf+{b-cf-\-{c-af\ 
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8  (a'+câb+ab'+b'f+ia'—râb+ab^—h'f  =  2{a^-\-b^f 

81  (a'-^aVj-ab'-bJ-{a'-a'b-~ab'Wf==^4:al){a'-b')' 

82  {(f+a'b-ab'+b'f-ia'-aVj-ab'—b'f  =  AaJia'-\-b^ia'-b^) 

9  a''-\-b'—ab{a^-\-b'')  =  {a+b)(a—b)%a^+ab+b^)(a^—ab-\-b^) 

92  {a'+b'){a+b)-{a^+b'){a'+b')={a-b)\a+b)(a'+b')ab 

93  (^a+b+ry—{a+b—cy—{a-b+c)''-{-a-\-b-{-c)''  = 

b6abc[S{a'+b'+&)+10{aV/-{-b^-'+c'a'')] 
\  Lamé  a.  1840  JdM.  t.5  p.l97  j 
•94  (a'+an)-a'i/+ab'+h'f—(a'—a'b-aVf-ab'+b'f  = 

4:ab{a'-\-b')(a'-aV/+b') 
•9 o  {a'+a'b—a%'—f(b'+b'f-(a'-a'b-aV/+ab'+b'f  = 

4:ab{a'-b'ia'-aV/+b') 
•9(;  a'+b'—abin'+b'')  ^  {a+bXa—b)\a'+b%i'+b') 

^^     lô-O    ?f£  Cls'n  .  v£  CIs'Nq  .  «£11  .  teNo  .3.  Pô'O 

•1     4iO  1^—1^'        '^  ^    ^^£  Ni+1  O.  No^  3)  No'— No' 

•12  «£  (2No+l)-(5No)  O-  a*-l£80No 

•13  n  3  n^-4-n'4-n^4-n^+n'    \  Oltramare  IdM.  a.l89ô  p. 25,166  \ 

«£11  .3   ^2     (2rt— 1)'— 1  £  811  -21   rt(a'— l)£6ll 

•22  rt'(rt'— 1)  £  12ii  î  Leibniz  I\[atliS.  t.7  p.lOl  | 

•23  a(a'— l)(a'— 4)£l20n  Continuation:  §!  PM 

•24  a%a'—l)  £  60n  .  a\a'—l){a'—16)  s  3600n 

•25  a^a'— 2)(a*— l)(a*— 16)  £  25200n  -20  a(rt"— 1)  £  2730n 

•27  a\a'—l){a'—9){a'—16)  s  46800n 

«,ten  O-       ^3     ab{a'—b')  s  6n        Si     ab{a'-\-b^Xa'—b')  eSOn 

•4     «£2n4-l  .3  a(a*-l)£240n  .  «V-IX^^ -1)  £  o760n  . 

a\a'—l){a'—l)£40'd2n  .  a\a'—l){a'—l)  s  nb'200n 
•5     n£N,  .3  ll"^-2'"^£57No  .  2'"-an-l£9No  . 

2'"^+'+21n-4£49No  .  3"'-8».-l  £  64No  .  2*"-15n-l  £225No  . 

72-+i_48;i_7  £  288N„  . 

3»"-'4-7"x2'"~'£29Nj  .  2'"x3*'-4'"xr)'"£992N, 
•G     a,J)£n.)»£^^  .3  ^/*''— //"£UX(^/— ^>)  .  ((""—h""  £  nX('i-\-b) 
•Gl     a£n  .  ))£  N,-3N,  3.  <r'*+a"+l  £  N,  X  (^;'4-^/+l) 

I  EuLEK  Op.  post.  t.l  p.l86  i 
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•7     îi£  6N -1  .  a,&fN,  O. 

{a+by-a"-b"  s  nabia+b){a'+ah+J/)x^ , 
•71   >?£6N,+1  .a,bs^,  .3 

(a+by''—a''—b"  £  7îab{a+b){a'+ab+b')'x^, 
\  Cauchy  a.l839  Œuvres  s.l  t.4p.501;  Exerc.  a.l841  t.2  p.l37  j 

^    16.  a,b,C£'N^  .  -{a=b=:c)  .3 

•  1     (a-{-b—cf+{a+c—bf-\-(Jj+c—af  >  ab+bc+ca 

•2    abc  >  (a+& — cXci'+c — bXb-\-c — a)   \  Bertrand  a.  1 855  p.  142  | 

[{b+c—a,  a+c—b,  a+b—c)  \{a,  b,  c)  P9-25  O.  P] 

•3     {a~bf{a+b—c)+ib—c)\b+c—a)-\-{c—a)Xr+a—b)  >0 
^     21.  a,b£R  .  >n,7i£'N^  .3  -O-'a  =  P1-0--2     -3  ct^m  £R 

•4--6  =  P1-4--6  -7   /(a'")  =:  i/a)'"  -71    (rt/Z))'"  =  a'"/^"' 

(R  1  N„)  P2.  3.     (R|NJ  P9.  10 

^     22. 

•1     m£  Ni+1 .  «£R  .3.  (l+«r  >  l+/>'« 

[  Hp  .  «1=2  .Z).  [^-r^'f  —  l+2rt+a2  >  l+2a  (1) 

Hp  .  (l+«)'»  >  14-?«a  O. 

(14-a)'»+i  >  (l+ma)(l+«)  >  X^ma^a^ma^  >  l+(?u+l)a        (2) 
(1) .  (2)  .  Induct  O-  P  ] 

•2 .  a<\  .3  il—cCr  >  1— //^a 

[  Hp  .  m—i  O-  (1—"/-'  =  1— 2a+a-  >  l-2r/  (1) 

Hp  .  (1— «)»»  >  1— ma  .ID. 

(1— a)'«+i  >  (1— 7JI/7X1— ^-'  >  ^—'■^in-\-\)a-^mcC-  >  1— (îh+IV?     (2' 
(1).(2)  .Indiict  O.  P  ] 
Ex.  :  %&■  P-9  Dem. 

•3     a,/;£R .  a<}) .  in£^^  .3-  a  R'^  X3{a<jjc'^<b) 
•4     «,/;£  1+R  .3.  3  No'^  ^3[a"'" ^  &<  rt'^*] 

^     30-0     a£R  .  »i£^,  .3  a~'"  =  /a'"                         Df 

r/,/>£R  .  m,î2£n  3.  -1     a'"  £R  "2     a'''a"'=a''"^"' 

•3     (ab)'"  =  a"'b"'  -4     («'")"=:«""'  -5     a~"' = /a'" 

•G     a'ya'"  =z  a"~"' 

\  ChUQUET  a.l484  fol.87:   «qui  partit  .72.-  par  .8.«  H  treuue  ala  part 
•9.3-"»  »   [  Version  :  {l'2x^)l(Sx^)  =  9x-3)  ]  ( 

^     31-34.     (r|n)Pll-14 

^     35.       rt£  iwO  .  /y/£N,  .3.  P30'0  Df 

a,b£r'LO  .  ii(,n£n  .3-  P30-l-*6 
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•1     rt£ii .  ?;£N,  .3  a-(a-{-b)  z=  a-\-{0-b)  .  a-a^ia 

Note.  a---b,  qu'on  peut  lire  "  de  a  à  6  ",  désigne  l'ensemble  des  nombres 
a,  rt+1,  etc.,  h.    Ex.:  §Num  P-9,     §2"  PI,  ... 

•2  a,b£ïi .  c£  a+No .  ds  b-{-^,  .^.  {a"-c)+{b-d)  =  (a-\-b)-{c-^d) 

•3  a,b£n.  C£  &+N„  .3.  a-\-{^"-c)  =  {a-{-b)-{a+c)    |  Distrib(+,-)j 

•4  i«£Ni  .3     No  =  ;/?No  +  0-{m—l)     .     n=  mn  +  0-(a/^— 1) 

•S  rt£N,  .3.  3  N,  n  œ3[xi-  0"'a  3  N,-  N,I^(14-NJ] 

Continuation  :  §^,  §/7. 
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f  rcp     -0     a,b£  Cls  3-  Nunirt  ==  Num^  .=:.  a  (Z>fo)rcp  Df 

«  Numa  »  sig-nifie   «  le  nombre  (numerus)  des  a  » . 

Ou  l'appelle  aussi  «  puissance  (Machtigkeit)  de  a  »,  notamment  si  la 
classe  a  est  infinie.  Sur  les  différentes  notations  voir  les  F1895... 

La  détinition  -0  est  exprimée  par  les  seuls  signes  de  logique.  On  peut 
commencer  ici  l'Arithmétique  :  nous  définirons  directement  les  signes  >■ 
0  Nq  +   X  [",  sans  passer  par  les  idées  primitives  du  ^20. 

La  P'O  définit  l'égalité  «  Numa  =  Num&  »,  qui  subsiste  si  l'on  peut  éta- 
blir une  con-espondance  réciproque  entre  a  et  b. 

Nous  n'écrivons  pas  une  égalité  de  la  forme 

Num  a  =  (expression  composée  par  les  symboles  précédents). 
La  P-0  est  une  Df  par  abstraction  de  Numa. 

Etant  donnée  une  classe  a,  on  peut  considérer  la  classe  de  classes  : 
Cls  r>  a:3  [a(.Tfa)  rcp]  ; 
l'égalité  de  ces  Cls  de  Cls,  calculées  sur  les  classes  a  et  6  importe  l'égalité 
Num  a  =.  Num  b  ;  mais  on  ne  peut  pas  identifier  Num  a  avec  la  Cls  de  Cls 
considérée,  car  ces  objets  ont  des  propriétés  difiëreutes. 

Num'  Cls  signifie  «  le  nombre  d'une  classe  ».  Ces  nombres  coïncident 
avec  les  No  pour  les  classes  finies;  G.  Cantor  les  appelle  <>  nombres  car- 
dinaux ».  Dans  F1895  on  a  introduit  le  symbole  «  Ne  »  pour  les  représenter. 
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<<    -1     x,y£  Num'Cls  .3-*-     oc-^V  •=• 

ape  Cls  .  Num  a  :=^'X  .  Num  b  =:/y  ."^a.h.  a  (Z>frt)sim     Df 
•Il     Hp-1  .3-    i^<;2/  •^-  x-^y  .  X "=. y  Df 

•12     «,&8Cls  .3:    Num  a  ^  Num?;  .=.  a  (?;f«)sim 
•13  »  »  »         .=.  a  Cls'&^a;3(Numa  =  Numa') 

•14  »     .  cryj  r^.  Num  a  ^  Num  & 

•15     x,y,z-£  Num'Cls  .  x-^y  .  y^z  r^.  x^z 

0        •S     0=:NumA  Df 

•21     aeCls  r^\  Numa  =0  .=.  -a  a  Dfp 

•22     XE  Num'Cls  .3  0^^ 

•23     1=  ?  Num'[Cls  ^  asi'KCt  :  x,yEa  .'^x.y.  x^=-y)]  Df 

•24     aeCls  O-*-    N'-ii^i'^^  =1  •=■•  a<^^  :  ^,2/£«  ^x,y.  x^=y 
infn         •S     infn  = 

Num' I Cls'^  a3[a  Cls'^  i(3{>r)a  .  11  -=  a  .  Num u  =  Numa)]  j      Df 

•31     aeCls  .3: 
Num  a  £  infn  .^.   a        »         »         »         »         »         » 

«  infn  »  :=  «  im  infini  » .  Ces  infinis  ne  sont  pas  tous  égaux  ;  ils  forment 
une  Cls.  Le  signe  00  du  §1'  représente  un  individu. 

N„         -i     No=  (Num'Cls)-infn  Df 

•41     rtsCls  .3-  Numrt£  Nowinfn 

•4^2     Num  N,  =  Num  N^  [  +  ^  (No  J  N,)rcp  ] 

•43     Num  Ngfi  infn 

La  condition    Numa  ■=.  Num  No  est   exprimée    par    plusieurs  A.    sous   les 
formes  «  l 'ensemble  a  est  dénombrable  »  ou  «  il  a  la  première  puissance  » . 

•44  x£  Num'Cls  .  ys^Q .  x-^y  r^.  xs^q 

•4o        »         »       .  ir^NumNj  .  x£  infn  7^.  x^=  NumN„ 

•46  Num  Nq  =  Num  n  =  Num(No  i  Nq)  =  Num  R  =  Num  r 

•47  Num  (Cls'  N„)  >  Num  No 

•48  Num(Cls'NJ  =  Num(N„FNo) 

+        •S    x,ys  Num'Cls  .3-  ^+2/  ^=  ^  ^3[  a,h£  Cls  .  Num«  =rK  . 
Num&=:?/ .  ar^b=/\  .'^a,h.  zz=  Num(<ïw&)]  Df 

•ol     a,b£  Ch  .  cirb  = /\  .3  Num(awZ;)  =  Num  a  +  Num  & 
•S2         »  ,]3-  Num(^/w?;)+Num(a'^&)  =  Numa+Num& 

•53        »         »        Num(«w?>)  ==  Numrf+Num(6-a) 
•54     A',?/,  j£  Num'Cls  .3'  ^-+2/ =  2/+^'  •  ^-\-iy-\-^)  =^  i^-\-]/)-\-^ 
.  0-\-x=x  .  x^x-\-y 
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•55     .rsNo  O-  i»+  NumNo  =  Num  No 
•06     NumNo  +  NumN,  =  NumN^ 

X         '6    x,y  £  Num'Cls  .3-  ^-X?/  =  ?  -^3[  ^,&e  Cls  .  Num  a  =a?  . 
^umb=y  .'^a,b.  z:= '^um{aib)  ]  Df 

•61     a,b£  Cls  .3-  Num(rtî&)  =  NumaxNumft 

•62    a-jî/jS-g  Num'Cls  .3-  xy:=yx  .  x{yz)  =  {xy)z  . 
x{y-\-z)  =  a?î/+-'5?^ 

•63     a'£  No  .3  ^X  Num  No  =  Num  No 

•64     Num  Nj  X  Num  N^  =  Num  Np 
f^  •?    .i-jT/e  Num'Cls  .3  ^1V  =^  ^  -^^t  apeCls  .  Num«=5c  . 

Num&  =y  r^afi.  z—  Num(aFZ>)  ]  Df 

•7J     a,teCls  .3-  Num(aF?>)  =  Numrt  [^  Numft 

•72     aeCls  .3-  Num(Cls'a)  =  2|^  Numa 

•  7  3     2|^  Num  No  =  Num  Nq  f^  Num  Nq  >  Num  N^ 

•8       rnsN^  .3  Numa=>>i  .=.  a  (af  ^••m)rcp  Df 

•8i     ?n£Nj  .3  Num  1— m  =)/i 

•82     m^neNj  .3  Num(l-/>i  F  1^-n)  1=  m*" 

•83     )-yi£N,  .3.  Num(No  F  T^^/h)  z=.  Num  Nq 

•84     Num[(NoF  0-n)|n  'N  «]  =  Num  No 

|G.  Ck^TORjEinBeitragzurMannigfaltigheitslehre,  Jfj\I.  a.l877| 

La  bibliographie  de  ce  sujet,  très  vaste,  due  à  M.  Vivanti,  est  citée  dans 
§  8.  La  réduction  de  cette  théorie  en  symboles  est  encore  assez  incomplète. 

Continuation  :  §v  1.  §î  4.  §Np  7. 12-7  §$  §Q  70.  %ô  2. 
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§33     Z  =  (somme) 

+  -     ^     1-0     7/^£N„./£  rfl-(m+l)  .3 
^1/;  0-0}  = /-O     .     ^(r,  0-(m+l))  = -I'(r,  0-m)+Am+l)    Df 
•1     msn  .  ns  m-{-^^  .  fe  rfm-n  .3  -^(/>  m-n)  = 

frn+flm-\-l)...+f7i  =  Z[f{m+r)  \r,  O-(n-r>0]  Df 

•2     Hp-1   O.  ^(Z",  m-n)  £  Y 

•3     Hp-1  .  gs [{m-n)  f{m-'n)]rcip  Q.  Z(fg,  7n-7i)  =  Z{f,  m-n) 
'i,     m,n,'p£n  .  m<Cn<C.p  .  fs  rf  (m—jj)   .3 

Zif,  nr-p)  =  Zif,  m->i)-{-Z[r,{n+l)-2^] 
•5     r/i£No .  f,g£  rfO-m  .3- 

^[(/•r+5rr)|r,  O-//1)  =  Zif,  0-m)  +  ^(^,  0-»?) 
•6     w,n£Ni  .  ?<£  rf(l— //i  i  1— n)  .3- 

-S'|^[«(r,s)|r,  l-iu]  \s,  l-;?{  =  JL^J^?Kr,s)|s,  l-n]  \r,  l-'m\ 

2{f,u)  indique  la  somme  des  valeurs  de  la  fonction  f,  lorsque  la  variable 
prend  les  valeurs  appartenant  à  une  classe  u. 

La  P'O  définit  par  induction  2{f,0---m).  La  P-1  réduit  au  cas  précédent 
2(f,  nf-n).  Elle  introduit  aussi  la  notation  fm-{-...-\-fn,  commode  dans 
quelques  cas,  mais  insuffisaiate  en  g'énéral.  Car  par  ex.  1+2+...+1  indique 
la  somme  d'une  suite,  dont  on  connaît  le  premier,  le  second,  et  le  dernier, 
sans  connaître  les  autres  termes,  ni  leur  nombre. 

Les  P21  définissent  2:if,u)  dans  d'autres  cas. 

On  rencontre  le  signe  H  dans  Lagrange  a. 1772  t.3  p. 451. 


Dans  la  notation 


^r  /)'  I Cauchy)  le  signe  2  porte  trois  indices  m,n,r. 


•3.   «  Une  somme  est  indépendante  de  l'ordre  de  ses  termes.  » 
On  peut  indiquer  le  couple  formé  par  une  fonction  f  et  la  classe  des  va- 
leurs de  la  variable  i)ar   une  lettre   seule,    qui    représente  une  fonction  F. 
Ex.  Pli  4  20  21  22. 

X     ^2.     77?£Nj  .  f£  rfO-iu  .  aer  .3 
•2     axZif,  1-m)  --=  Ziaifr)  \r,  l-m] 
•3     ïn;iiE^^  .  f£  r  f  Q—m  .  g£  riO—n  .3- 
Z{f,  0-m)  X  Z{g,  0-n)  ==  ^^  î  ^  [  (/r  X  ^.s^I.S  0-n  ]  \r,  0-m  \ 
•4     aXm  =  Zi{iaF  1-m)  Dfp 
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/     ^^     3.     m8^,.-J. 

•1      i^2+'^-\-...+m  =  ^lidem,  l-,n)  =  m.(m-\-l)/2 

•2     ^[(2r+l)|r,  0-m]  =  14-3+5+...+(2m+l)  =  (r/z+lf 

I  -i-'S  Pythagoras  ;  Voir  Theon  Smyrnaeus  p.  27,  28  j 
•3  2:\r{r-\-\}  \r,  l-rn]  —  m{m+l){m-{-2)/'^     |Aryabhata  P21j 
•4  -^'[>'(r+lXr+2)|r,  l-'m]  =  m{m+l){m-\-2){m-\-3)/4 
j  ALQâCHàNî  a.l589  p. 247  |  Continuation  :  §/7  7"1 

f^    ^^     4.     m,n£l^,  .  .s,»  ^  2:  (r"*|r,  1-n)  Q. 
•1     s,  =  n{n+l)/2  [  =  P31  ] 

s,  =  n{n-{-l)i:2n+l)/6 

\  ArCHIMEDES  Ilegi  ' WayMV   PIO  ;   ÂRYAlîHATA  P22: 
«  Le  dernier  terme,  celui-ci  plus  1,  celui-ci  plus  le  nombre  des  termes;   du 
produit  de  ces  trois  nombres  prenez  le  sixième,  c'est  le  volume  de  la  pile 
des  carrés.  »  i 

83  =  [n{n-irl)/2f  =  .^^ 

I  NicoMACHUS  a. 50  Arith.  II  20.  Aryabhata  P22  | 

s,  =  n(n+l)(2n+l)(3;i'+3n-l)/30 

I  ALQâCHâNî  p.  247  j 

I  Fermât  a.  1636  t.2  p.69  : 

«  Exponantur  quotlibet  numeri  in  progressione  naturali  ab  unitate;  si 
a  quadruplo  iiltimi,  binario  aucto  et  in  quadratura  trianguli  numerorum 
ducto,  domas  summam  quadratorum  a  singulis,  flet  quintuplum  quadrato- 
quadratorum  a  sing'ulis.  »  j 

S.  =  n\)i+l)\2n^+2n-l)/12 

s]  =  n(;i+lX2;i+l)[3;z'(>2+l)'-(3n^+3n-l)]/42 

s,  =  n\)i+l)\3n\n+lf-2i2)i'+2n-l)]/24 

I  Wallis  a.l655  t.l  p.381  j 
s^  =n{n+lX2n+l)[bn\u+lf-10nXn-\-lf+3i3n'+'dn-l)]/90 
s,  =  nXn+rf[2jiXn+lf-lm\n+lf-\-'dç2n'+2n-l)]/20 
s,,=  7i{7i+lX2)i+l)[dn\a+\f-10)iXn-[-lf+ri7i\n-\-\f- 

5(3n'+3/i— 1)]/66 
s„  =  nXn+iy[2n\n+lf-S)iXn+lf+rinXn-\-iy- 
10(2M'+2n— 1)1/24 
î  Jac.  Bernoulli  a.l713  p.97   |  Continuation:  §C  7-3  §B  -3 

•2     5s,  =  S/6.S-1)  3s,  =  4(s,)'-s,  7^3  =:  12s,.s-3  -  5s, 

s,  =:  2{s^)^—s^  \  Jacobi,  cfr.  Driefwechsd  zxoischcn 

Gauss  und  Schuhmacher  t.5  p.299  a.l863  j 


JAMIGUES  AniiN.  S.2  t.lO;  MM.  a.l894  p.29  136j 
2s,  =  4.-^/-3,s/+5,*        2s,  =  3s,'-s,'     jLucAS  a.l891  p.249 
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^    5-1     meNi  O.  2:(2r+l/|r,0-m]  =  (m+l)(2m+l)(2m4-3) 
^[(2/'+l/|r,  0-m]  =  (m+l)\2//i'+4/M+l) 
j  Ibn  Albanna  a.l275  | 
•2     ^£  îsV  O-  a  (N/F  1-9)  r^  f3{x=  Zf)  \  Waring  a.l782 

p.349  ;  Jacobi  a.l851  ;  Dm  :  Oltramare  a.l895  I(BL  p.31  | 

^    6.     a,hEY  .  »i£Ni  .^. 
•1      Z{a"'-'-h''\  r,  0-wO  =  (&»»+'_«*«+»)/(&-«) 

I  AhMÈS  N.79:  7+49+343+2401+16807  =  7x2801  =  19607 
Note.  Les  nombres  7,  49,  ...  sont  les  puissances  de  7  ;  on  ne  voit  pas  d'où 
l'A.  a  tiré  le  nombre  2801;  si,  selon  Ei  senlohr,  il  provient  de  la  division 
(7^ — 1)/(7 — 1),  alors  on  a  la  formule  précédente,  j 

\  EUCLIDES  IX  P35  I 

??2£N, .  œ,y,a£  r  f  \—m  7^. 
•2    Zia^,  O-m)  X  Z{y\  0-m)  —  [Z{xy,  0'-m)f  = 

Z\Z{{Xr  Vs  —  Xs  Vr  î\  S,  (r+l)-m]  \r,  0-{m-l)\ 
•3     2:iax\  0-m)  x  Z{ay%  0-m)  —  [Ziaxij,  0-m)J  = 

^|^[«.  as  {Xrys  —  Xs  yr  î  \s,  (r+l)-/7^  ]  \r,  0-'{m—\)\ 
^    7-1  ns^,  O.  v[  /^  {n-\.l)-2n-\  =  l[{-lY/r  \r,  1-  2n] 
I  Catalan  JcQI.  a.l875  s.3  t.l  p.240  | 

ne^^.asnfl-n  .3  y'^x3[x'*+  2:{a^x'*~''\r,l'-n)  =0]  "^  n 

^     10    ns^,  .  as  (0-9)f(0-».)  .3 
a,,...a/i^a,  =  a,-^a^X-{-a^X'-h...-{-a^J^"'  =  Z{  a^X'"  \r,  0-n  )   Df 

Note  sur  les  systèmes  de  numération. 

Cette  P  donne  la  définition  symbolique  de  notre  système  de  numération. 

Le  mot  «  chiffre  »  correspond  au  symbole  0-"9.  Si  a  et  6  sont  des  chiffres, 
ab  désig-ne  «X+&.  Mais  par  la  §<Pl-0,  ab  a  aussi  la  valeur  ox&.  Cette  re- 
présentation par  le  même  signe  de  deux  objets  différents,  commune  à  tous 
les  livres,  n'a  pas  apporté  des  sérieuses  difficultés;  et  en  apporte  moins  dans 
notre  travail,  où  figurent  rarement  les  nombres  écrits  dans  le  système 
décimal. 
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Les  anciens  Egyptiens  avaient   des  signes  pour   indiquer  les  unités  des 

différents  ordres.  Un  nombre  est  alors  exprimé  comme  somme  de  ces  unités 

(M.  Cantor,  p.  44).  Si  l'on  remplace  les  signes  qui  représentent  10, 100, 1000... 

par    X,    C,    M,  le  nombre  1898  sera  représenté  à  la  façon  des  égyptiens  par 

,rCCCC      XXXX  IIII 

^^CCCC  XXXXX  IIII 

Le  même  système  fut  en  usage  chez  les  Babyloniens,  les  Phéniciens,  etc. 

Les  Etrusques  et  les  Romains  ont  représenté  1  par  I,  10  par  X,  100 
1000  par  des  signes,  qu'  on  a  dans  la  suite  déformés  en  C  et  M.  Ces  signes 
sont,  selon  M.  Lindemann,  d'origine  égyptienne.  Ils  ont  introduit  des  si- 
gnes, moitiés  des  précédents,  pour  représenter 

5  =  V,    50  =  L,    500  =  D. 

Les  Grecs  ont  attribué  aux  lettres  de  leur  alphabet  une  valeur  numérique: 
a  =  1,^  =  2,  ...,  ê  =  9,i  =  10 

y.  =  20,  ;.  =  30,  ...  q  =  90,  e  =  100,  a  =  200,  ....  ,a  =  1000,  .... 
P.   ex.    .acoqr]'  =  1898. 

Le  même  système  de  numération  est  encore  en  usage  chez  les  Arabes, 
concouramment  aux  chiffres  indiens;  ils  ont  remplacé  les  lettres  grecques, 
de  a  à  jr,  par  les  lettres  arabes  correspondantes. 

Dans  ces  systèmes  un  nombre  est  exprimé  par  la  somme  des  nombres  re- 
présentés par  les  signes  simples. 

Les  anciens  peuples  ont  aussi  fait  usage  de  chiffres  négatifs,  indiqués 
par  la  position  k  droite  du  nombre  supérieur  chez  les  Etrusques,  à  gauche 
chez  les  Romains,  par  un  signe  spécial  chez  les  Babyloniens. 

Les  Chinois  et  les  Japonais  se  servent  de  signes  simples,  ayant  la  valeur 
de  1,  2,...  9,  X,  C,  M,  par  lesquels  nou.s  les  remplaçons.  Les  signes  pour 
représenter  1,  2,  3  sont  1,  2,  3  barres,  comme  chez  les  Egyptiens  et  les 
Romains.  Le  nombre  1898  est  exprimé,  .sauf  la  forme  des  signes,  et  en 
substituant  les  lignes  aux  colonnes,  par  1M8C9X8;  c'est-à-dire  comme  somme 
et  produit  des  signes  simples. 

Dans  tous  ces  systèmes  il  n'  y  a  pas  de  0,  ni  de  valeur  de  position  des 
chiffres.  L'introduction  dvi  0,  l'indication  des  puissances  de  la  base  par  la 
position  des  chiffres,  et  la  suppression  des  signes  simples  pour  les  re- 
présenter s'est  opérée  chez  les  Indiens  vers  l'a.  -f- 400  (M.  Cantor,  p.  669), 
d'où  elle  s'est  répandue  chez  les  Arabes  vers  l'a.  +  800,  et  en  Europe  vers 
l'a.  1200. 

La  valeur  de  position  est  la  même,  soit  chez  les  Hindous  et  les  Européens, 
dont  l'écriture  est  dirigée  de  gauche  à  droite,  soit  chez  les  Arabes,  dont 
l'écriture  est  dirigée  en  sens  contraire. 

Dans  l'A.  chinois,  cité  à  la  P2  du  §|^,  il  y  a  le  0,  et  la  valeur  de  position 
des  chiffres,  qui  ont  à  peu  près  la  forme 

^__Iljnnn         1     iTTîT   mï 

012345678        9. 
Cette  forme,  .semblable  à  la  notation  des  Romains,  est  la  représentation 
graphique  du  ^  Scan  pan  »  ou  abaque  des  Chinois. 
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La  division  des  nombres  en  tranches  de  trois  chiffres  nous  vient  des 
Romains,  qui  comptaient  par  milliers.  Les  Grecs  comptaient  par  myriades, 
ce  qui  correspond  à  lire  les  nombres  par  tranches  de  4  chiffres.  Ainsi  opère 
Archimedes,  dans  1  '  «  Arenarius  »  (i/'a,a/uV>/ç)  pour  lire  des  nombres  jusqu'à 
64  chiffî-es. 

La  numération  parlée  appartient  au  domaine  de  la  philologie. 

Ariabhata  a  attribué  une  valeur  numériqiie  aux  sons  de  la  langue  san- 
scrite, afin  d'apprendre  par  cœur  des  tables  de  trigonométrie  et  d'astroiromie. 
(Cfr.  RODET,  Journal  Asiatique,  a.  1880).  On  a  proposé  des  systèmes  ana- 
logues chez  nous.  Voir  F1898  PllO. 

Sans  changer  la  base  du  système  de  numération,  Cauchy,  par  l'intro- 
duction des  chiffres  négatifs,  a  réduit  de  moitié  le  nombre  des  chiffres 
(Œuvres  s.l  t. 5  p.434). 

Pour  réduire  les  conventions  sur  les  chiffres  au  plus  petit  nombre  pos- 
sible, il  faut  choisir  pour  base  de  numération  le  nombre  2.  Ce  système 
de  numération  a  des  propriétés  curieuses. 

Deux  signes  suffisent  pour  indiquer  les  nombres  dans  la  base  2;  p.  ex, 
un  signe  visible,  et  l'absence  du  signe,  pourvu  que  la  place  soit  suffisam- 
ment indiquée.  P.  ex.  si  l'on  adopte  les  signes  .  et  !  pour  indiquer  0  et  1, 
ou  le  signe  .  pour  indiquer  une  place  et  !  pour  indiquer  l'unité,  les  premiers 
nombres  seront  indiqués  par     .     !     !.     !!     !..     !.!     !!.     etc. 

L'objection  qu.e  dans  une  base  petite,  augmente  le  nombre  des  chiffres 
qu'on  doit  écrire  pour  représenter  les  différents  nombres,  n'est  quon  apparente. 
Car  un  nombre  écrit  dans  la  base  2  est  aussi  écrit  dans  les  bases  4,  8, 
16,...,  si  on  le  décompose   en   tranches  de  2,  3,  4,...  chiffres. 

Groupons  8  chiffres  k  la  fois,  et  disposons-les  circulairement,  dans  l'ordre 

543 

6^2  on  a  : 

78  1       ^=1       -=2       '=4     ^=24     ^==255      4#=1900 

Pour  lire  rapidement  les  nombres  ainsi  exprimés,  on  peut    faire   corres- 
pondre aux  256  chiffres  de  la  base  2»  autant  de  syllabes  faciles  à  prononcer. 
P.  ex.  donnons  aux  signes  : 

t  j  M  j !! !,! !!! i  .... 

les  valeurs  h  cl  g  f  p  t  k  i 

et  à  ....! ! !! ! !     !! 

les  valeurs  a  u  o  l  m  s, 

et  k  leurs  groupements  la  s.yllabe  qui  résulte  de  leur  suite,  en  convenant 

de  prononcer  e  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  voyelle. 

On  peut  même  faire  des  conventions,  par  lesquelles  toute  syllabe  soit 
représentée  par  un  chiffre  •,  on  rencontre  ainsi  un  système  d'écriture  que 
nous  avons  développé  dans  : 

La  numerazione  hinaria  appUcata  alla  stenografia,    TorinoA.  a.  1898. 
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Les  calculs  dans  la  base  2  s'effectuent  rapidement  si  l'on  représente  les 
unités  des  dififérents  ordres  par  des  dames  sur  une  li^^ne  du  damier.  Ex  : 


|o|o|   I   |o|   |o|o|  =  !!..!.!!  =  203  =  pas. 

La  table  de  multiplication  se  réduit  h  lXl=L  On  peut  adopter  les  bandes 
de  papier. 

La  division  s'exécute  sans  les  tâtonnements  nécessaires  dans  notre  système. 
(Leibniz,    Mat/iS.  t.7  p. 223-243). 

Legendre  a. 1797  p. 229  adopte  la  numération  binaire  pour  calculer  des 
grandes  puissances. 

Voir  aussi  E.  Lucas,  Récréations  matJiémafiques,  a. 1891  t.l  p. 145. 

^     IL  r/i,»£  N, .  a£  (0-9)f(-m -n)  .3 

(^n  ^^^-1  -  ^h  ^0  *  ^-1  <^^-i  ■•'  ^-m  =  ^(«.X""];',  —m  -n)  Df 

Le  développement  d'un  nombre  rationnel  selon  les  puissances  positives  et 
négatives  de  la  base  60  se  rencontre  chez  les  astronomes  babyloniens  et  les 
géomètres  grecs  (voir  §.tP1-3);  elle  est  encore  en  usage  dans  la  division  des 
angles  et  du  temps. 

Regiomontanus  (a.  1436 '"'1476)  en  supposant  le  rayon  du  cercle  trigonomé- 
trique  =  10\  a  supprimé  tout  signe  pour  indiquer  la  partie  décimale  d'une 
fraction. 

François  Viète  (a.l579)  dans  son  Canon  Mafhematinis  indiqua  la  partie 
décimale  par  des  chiffres  plus  petits  et  soulignés.  Il  écrit  314,159,-^^5  ce 
que  nous  écrivons  314  159-265  35.  Il  a  aussi  exposé  les  avantages  des  frac- 
t  ions  décimales  {universalium  inspectionum  etc.  p. 17). 

Simon  Stevin  dans  sa  Disme  (a. 1585),  écrit  (p. 208) 
941  ('ô")  3  (T~)  0  (^2")  4  (^)  ce  que  nous  écrivons  941-304. 

Joost  Biirgi  (a.1552'^1632),  selon  Keppler,  a  séparé  la  partie  entière 
de  la  partie  décimale  par  un  angle  droit  (voir  Mercator  §Iog  1*3),  ou  par 
un  point. 

Le  point  en  haut  est  d'usage  commun  dans  les  traités  anglais  contempo- 
rains. Selon  cette  notation,  on  supprime  la  partie  entière,  lorsqu'elle  est  nulle. 

>  1^     ^    20.  m,nE  N, .  x,y£  r  F  l-n  .  a,h£  R  F  \"'n   ~^. 
■  1     (-T  x\Z  !/)  ^  {2:  œijf  [  P6-2  .D.  P  ] 

•2    n{2:  x')  >  {2:xf       [  p-i .  y=i  .Z).  P]   I  Cauchy  a.l821  p.3T2  ! 
•3  {Z  ax*){y:  ay'')^{2:  axyf  [P6-3.3P] 

•4    ii:a){2:  ax')  ^  {J£  axf  [  (l  |  y)P-3  d  p  ] 
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Num    ^    21-1     u£C\s.^nmH£^^.f£  rfic  r). 
Z{f,u)  —  ix3[gs  (il  f  l-Numi^rcp  r)g  .  x=:  Zifg,  1-NumiO]   Df 

•2     UE  Cls  .  /£  Yiu.  Num[?^ X3{fx -:=0)1  eN,  .|3- 

Z{f, u)  =  Z[f,  i iT  X3{hx  -=0)]  Df 

•3     u£  Cis'r  .  Num^f  eN,  .3. 
^?<  =  7  x3[  fe  {a  f  1-Num  ?Or<^P  O/".  ^=:  -^(Z",  1-Num?i)]      Df 
•4     Hp-3   .3  ^"^6  =  ^(idem,  u)  Dfp 

•5     lie  Cls'No .  Numw  £  N,  .  /£  (N/^Osim  Q.  -2'(/',?0  =  -i"'(r^<) 

La  P-l  est  la  Df  de  S(f,u),  si  u  est  une  classe  finie.  Cette  somme  est 
la  valeur  constante  de  2{fg,  1---Numw),  quel  que  soit  l'ordre  g  des  u. 

Ex.  :    §!  6-5  8  §*  -1  §Dtrm  -0. 

P'2.  «Si  la  classe  u  contient  un  nombre  infini  d'individus,  mais  si  le  nom- 
bre des  individus  de  la  classe  w,  aiixquels  correspond  une  valeur  non  nulle 
de  /",  est  fini,  alors  2{f^u)  indique  la  somme  des  valeurs  de  la  fonction  f, 
lorsque  la  variable  prend  dans  la  classe  u  les  valeurs  auxquelles  correspond 
une  valeur  non  nulle  de  /.  »  Ex.:  §E  22  §mp  2-0. 

P-3.  «Soit  u  une  classe  de  nombres,  en  nombre  fini.  Su  indique  leur 
somme».  Ex.:  P22,     §!  P7-8,     §mp  2-5.  Voir  §  lim  10. 

^     22.    ;?£2N„+lO.  ^\xm{io,x,y,z)3{io,x,y,z£21^,-{-\.w''-\-x^-\- 

\  JaCOBI  a.  1834  t.6  p.245:  «  Sit  ?i  datus  numerus  quilibet  impar 
positivus,  sint  porro  w,x,y,z  numeri  impares  positivi,  numerus  solutionum 
aequationis  en  =  ^ow-{-xx-{-yy-{-zz 

aequatur  summse  factorum  ipsius  71.  »  t 
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X  -     <J^     1-0  «?£N„  .fsrf  O-Oh+1)  O. 

77(/;  0-0)  =  /'O  .  77(/;  0-(//i+l))  =  II{r,  0-uOXf{m+l)       Df 
77  I    V)i^^^pi 

/i£-N„  .  /•£  r  f  0-/y?  rj:  n{f,  0->>0=0  .=.  0£  f  0-//^ 


/       /y< 


[^     ^^     2-1  Hp  ro  .  n£^,  .3  77(/[^?i,  l-r/0  =  [77(/;  l-//?)]f^n 
-1     îi£N^+l  .3  77[(;^  +  l)-2;i]  =  77[(2^— I)irr,l-»]X2" 

Num     ^^     8-1     «£N,  .3  77(N,^  a/N,)' =  rtf^  NiimfN,'^  «/N.) 

•2     m,?i£N,  3-  ^^^^^^  (1-WiF  l-/i)sim  =  77[ryi— 0-(n— 1)] 
Les  (l"-m  F  l-'*n)sim  s'appellent  les  "  arrangements  simples  n  k  n    des 
nombres  !•••?«."  . 

Z    ^    4-1  m,n£N,  3. 

(n+2)^![77(r+  O-n]];-,  l-r/^j  =  77[yyi+  0-(?i  +  l)] 
IFermat  t.l  p.341: 

«  In  progressione  naturali,  quae  ab  imitate  snmit  exordiiim,  quilibet  niime- 
rus  [in]  in  proxime  majorera  {yi^n+V}]  facit  duplum  sui  triangiili  [=2x(lH-2+ 
..+?«)];  in  triang'ulum  proxime  majoris,  l'acit  triplum  suae  pyramidis;  in 
pyramidem  proxime  majoris  facit  quadruphmi  sui  triangulo-trianguli  ;  et  sic 
uniformi  et  generali  in  infinitnm  methodo.   »  | 

•2      HE  {Y'l\)il-"n   3. 

1  =-  ^|//y77[(l+?0  |.sl-r]  \r,  \"'n\  +/[77(l+^0  l-S  l'"''] 
ï  Nicole  ParisM.  a.  1727  p.257  { 

^     10.     7i£N,+l  .a7,?/£RFl-n.a£NiFl-;i  3 

•3    (2:«^K^a)^[(^a)(X^a)]77(ata) 
•4     ^  rtir"*  ^  n77r'' 

•5     (l+a;0(l+a?j)...(l+a;J  >  l+^.+.r,+...+rr„ 
•6    x£  R'^ll— R)  f  l-?i  3  (1— icj(l— a-,)...(l— .r  J>1— a;,— a-,...— J-,. 
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§35     !  =  (factorielle)         C  =  (combinaisons) 

N„  +  X     ^1^     1-0     0!  =  1     :     rt£N,  O- («+!)!  =  «!X(rt+l)  Df 
•01  a,h£^^  Q.  a+lj\  =  a+{b])  .  a—b\  =  a—[h\)  . 

axbl  =  axihl)  .  a/b\  =  a/{b\)  Df 

77         -03     yn£ls^.'^.m\=:ni-m  Dfp 

Note.  Le  signe  !  a  été  introduit  par  Kramp,  Éléments  d'Arithm.  a.  1S08. 
Gauss  a  indiqué  la  même  fonction  par  Ilm  ;  les  anglais  écrivent  J2^. 

•1  a,bE^^  .3  77(«4-  l-b)  e  N,x  b\     \  B.  Pascal  t.3  p.274: 

«  Omnis  productus  a  quotlibet  numeris  continuis  est  multiplex  producti  a 
totidem  numeris   continuis  quorum  primus  est  imitas.»  j 

•H  a,b8^,  .3  {a-\-b)\  s  N,x(a!)(?>!)  [  =P-i  ] 

^    2.     asr .  n£N,  Q.     -0     C{a,0)  —1  Df 

•01     C{a,n)  =  77[«-  0^^^(;«— 1)]  /  n!  Df 

•1     «£No .  ms  n+^,  .3.  C(//^»)  =  m\  /  [n\  {m—ri)l]         Dfp 

Note.   La  fonction  C(m,7i),  ou  Cm,n,  qu'on  peut  lire  «  nombre  des  combi- 
naisons de  m  objets,  pris  n  k  n»  (Pascal),  se  rencontre  aussi  sous  les  formes 

1 —    i^Euler),  {m)a  (Caucliy),  |      j  (Raabe),  mn  ,  etc. 

•2  C{—a,7i)  =  {—iyC{a+)i—l,n)   JEuler  PetrA.  a.l784  p.86  i 

^     3.  m,n£^,  .3.     -1     C(m,0)=:l  .  Ciin,l)  =m  .  C{m,m)  =1 
C(0,  »+l)=0  .  C{in,ûi-\-7i-\-l)=0 
•2     Ci>n-\-)},m)  =  C{m+n,n)  |  Pascal  t.3  p.28y: 

«  I.  Duo  quilibet  numeri  feque  combinantur  in  eo  quod  amborum  aggre 
gatum  est.  »  | 

•2i     Cim+l,  n+l)  =  C{>n,  n+1)  +C(m,n) 

Note.  Cette  P,  avec  les  C{m,0)  =1,  C(0,  m+1)  =0,  permet  de  définir 
par  induction  double,  la  fonction  C. 

•3     C(»i4-;z+l,  n)  =  C(m+;i,  n)X{m-^n-\-l)/{nt^\) 
Q{m-\-n,  n^\)~  C{m+n,  n)  xm/{n-\-\) 
C(//i+?i+l,  n-\-\)  =  C{m+n,  11)  {m-\-n-\-\)/{H^\) 
\  Pascal  t.3  p.289  j 
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Num    ^    4.     m,n£Ni  3- 

•0     Num(l->/^F  1— m)rcp  =m!  Dfp 

Les  (l--«i  F  l-"77i)rcp  s'appellent  les  "  permutations  des  nombres  l'--m  ". 

•1     'Nm-n[Cls'l"- m  ^œ3(N\imœ^:n)]=z  dm, n)  Dfp   , 

•2     Num[(No  F  l-rn)  r>  x3{ix  =7i)]  =  C(/î<+?2— 1,  n) 

\  Fkénicle  ParisM.  a.l693  t.5  (p.lOl  de  l'écl.  de  1729)  | 

Les  objets  dont  on  prend  ici  le  nombre,  s'appellent  «  combinaisons  avec 
répétition  des  nombres  l-m,n  à  Ji  ». 

V     ^^  m     msN, .  ae  N,F(1-///)  O-  {Za)\  s  N,X//(rt!) 


O-  :i\r/{r-\.l)\\r,l"-n\  =  /{n-\-l) 


•1   iiC(iM+r,r)|r,  0-/^]  =  l[C{fn-\-r,m)\r,  O-'n]  =  C{m+n-\-l,n) 
j  Tartaglia  a.l523  ;  General  ftri.ttnlo  etc.  a.l556  t.2  p.lT: 

«...  la  prima  progressione  viene  ad  essere  un'unità  per  termine  in  questa 
forma  1.1.1.1.1.1.  .  .  . 

....  l'ultimo  termine  di  ciascuna  di  dette  progressioni  viene  ad  esser 
la  summa  délia  anciana  progressione...  »j 

•2     /.eNo  O-  C(m+n,  k)  =  l[C{m,r)xC{n,  k—r)  \r,  0"-k] 
•3     m,n£Y  .  ksN^  Q.  Ths  -3 
•4     l[C{'n,r)\r,  0-m]  =  v(C,  im  i  0-ih)  =  2" 
I  Herigone  a.l644  t.2  p.l22: 

«TroTiuer  l'aggregé  de  conionctions  faites  en  toutes  manières. 

Soit  faite  une  progression  en  raison  double  commençant  h  l'unité,  qui  ave 
autant  de  termes  qu'il  y  a  de  choses  proposées,  et  de  la  somme  de  tous  les 
termes  soit  soustrait  le  nombre  des  choses,  le  reste  donnera  le  requis.  »j 

\  Jac.  Bernoulli  a.  17 13  p.l04| 

^î^     7.     a,b,r£Y  .  m,n£Ni  .^. 

•  1     {a+br  =  lliCon,}-)^^-'^]  \r,  O-rn] 

Ijft  PI  exprime  la  «  formule  du  binôme  ».  Si  p.ir  C[m,v^  on  désigne  les 
coefficients  du  binônie,  elle  est  une  identité.  Tartaglia  a  iu(li(iué  connnent 
on  peut  calculer  ces  coefficients  ;  voir  J^j^  '2- 1 . 

•2     {a-{-hr  =  l)[C{m,r)  {a-\-rcy"~"b(b-rcy-']  \j\  0-,n\ 
\  Abel  a.  1826  t.l  p.  102  | 
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•3     {m-{-l)l{l"'ny"  = 
{n+iy"'-'-l-2\C{m+l,7')xi{l-ny  \r,  0-(m-l)| 

[    2\C[m-{-l,r)X2i^l-}iy  \r,0- -(711-1)1  =z 

2\i:[C(m-\-l,r)sr  \r,  0---{m—l)]  \s,  l---7i\  = 
2'|[(l+s)'«+i— (??i+l)sw— sw+i]  |s,  l---n|  = 
(n+l)'»+i— l-(m+l)2'(l•••7^)'»     ] 
I  Pascal  a.  1655  t3  p.309  | 

•4  l\[Cin,r)Y  \r,  0-n\  =  C(2)i,n)     \  Lagrange  a.1770  t.2  p.l82: 
l+)iî+[«(«-l)/2p+. .  -[1x3x5. . .(2«-l)/(lx2x3. . .X»)]2»  ! 

•3       l\{—iy[C(27i,r)f\t^,  0-'2n\  =  C(2n,n)   |LuGAS  a.l891  p.l33î 
•SI     l\{-inC{2n,  r)J  \r,  0-2u \  =  {-in3n)\/{n\f 

=  i-l)"C{3n,n)xC{2n,n) 
I  DixoN  Mm.  a.l890  t.20  p.79  \ 

\  ViVANTi  Zm.  a.  1888  t.33  p.358  j 
•6     {i^x+xT  =  l\{x"'-'-+x'"'-')  xZlCim,  r+2s)  xC{r+2s,  s) 
\s,  0"',)i]  \r,  l-'m\  +  x"'  Xl\C{m,  2s)  xC{2s,  s)  \s,  0"'m\ 
\  EuLER  a.l778  PetrNA.  a.l794  t.l2  p.47  | 
•7     n!  =  l\{-l)"C{n,r)  (n—r)*'  \r,  0-n\ 
\  EuLER  PetrNC.  a.l768  t.l3  p.28  | 
•8     v/(l-..«)  =  v[(_i)'-«c(;i,r)/r  \r,  l-n] 

\  JOH.  Berxoulli  a.l740  CorrM.  t.2  p.35  | 
^    8.     //^,;^£X, .  as  rFl-ui  Q.  (J^a)**  = 

2:\[n\/n{i(\,  l->/OJ  X/7(rt,.[^«,  \r,  1-m)  \u,  (N„F  l-m)rsu3{2:ii=n)\ 
j    Leibniz    a.l678  ?  ;    voir   Uss.  Math.    III  A   3   fol.l6; 
MathS.  t.3  p.175,192;  t.5  p.380;  t.7  p.l78  { 
I  Bernoulli  Joh.  a.l695,  (Leibniz  MathS.  t.3jp.l81): 

<  Esto...  polynomitim  quodcunqixe  s-\-x-{-y-\-z  etc.  elevandum  ad  potentiam 
quamciinque  ?•  ;  Dico  coefficieutem  termiiii  s«  x^  yc  2«  etc.  fore 
r  .r — 1  .  r — 2  .  r — 3  .  r — 4  ....  1 
1.2.3...ax  1.2.3.. .6X1.2.3.. .cXl.2.3...e&  *  • 

^    9-1     m£^,.a£B.Y\-m  .~^. 
y:\  {nr)X{ZrXar  \r,  {i\^i-\)Y{l"'m)  \=2'^X  m\  xUa 

î  Gergonne  Aim.  a. 1816-1 7  t.7  p.l65  j 
^     10-1     ms^, .  us  RF  V-m  .3 

(i+^'.)(i+^o-(i+"j<i+u^^o/i!+(-r^oy2!+...+(-r^oV'^^! 

I  Pringsheim  ma.  a.  1889  t.33  p.l42  j 
Continuation  :  §Np  9  §D  6-3-6     §S  6-6-7     §e  5-21. 
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§36     mod     sgn 

n    ^^     1.  «£N,0. 

•0    mod(-l-rt)  =a  .  mod( — a)  =a  .  modO  =0  Df 

Note.  La  fonction  «moda»  (module  de  a)  se  rencontre  soils  la  forme  «mola» 
(moles  a)  dans    Leibniz,  MafhS.  t. 7.  p. 219  ; 

sous  la  forme  que  nous  adoptons  dans  Argand  a. 1814  Anti.  de  Gergonne 
t. 5  p. 208,  et  dans  C  au  eh  y,  Exercices  a. 1829  t. 4  p. 47. 

Le  mot  «  mod  »  se  rencontre  déjà  dans  Gauss  a. 1801,  pour  les  congru- 
ences.  Il  a  d'autres  significations  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Par  cette  raison  Weier strass  a. 1856  t.l  p. 302,  a  proposé  de  l'appeler 
«  absolute  Betrag  »,  et  a.l876  t. 2  p. 78  l'a  indiqué  par  \a\.  Cette  notation 
est  contraire  aux  conventions  sur  les  fonctions,  §f;  le  signe  «  mod  » 
n'apporte  pas  ici  dés  ambiguïtés. 

a,h8\\  .3)-     ■'     modri  ^  ?  N^^^  ;r3(  «=  -\-x  .w.  a=  —x  )  Dfp 

•2     modafiNo  '3     mod( — a)=^mo(\a 

'A     mod(a-f-/j)  ^  mod«H-mod/j 

X     •  S     mod{a  X  &)  =  (moda)  X  (mod?^) 

r     m     2-0--5  =  (R,Ro,r)|(N,,No,n)Pl-0--3 

a,b8Y  J^:     -G     rt-=0  .^.  mod/a  = /moda 

f^      -7  ms^,  .3  (moda/''  =  modca"*)    -8  msn  .  a-=:0  .3  TlisP-7 

.9     moda  =  modh  .  =: .  a^==b^       \  Leibniz  ibid.:    «  Quantitates  duae 

diversae,  eandem  molem  habentes  semper  habent  idem  quadratum.  »  | 

^  n    ^    3.  ms'N, .  fs  rF(l-m)  .3 

•I     mod^y^-l'mod/"        '2     mod/7/"=  ZTmod/" 

^^    4-0     asR  3.  sgna  =1  .  sgn(— a)  =  —1  .  sgnO  =0  Df 

Cette  notation   «  signum  a  »  a  été  introduite  par  Kronecker  Werke^  t. 2  p. 39 

((,bEY  3-     '  '     Sgna  £i\^iO^  i{ — 1)      '\  1  sgn(— a)  =  —sgna 
•2     sgii(ax^->)  =  sgnaxsgn/j  '3  a  =  sgna  X  moda 

•A     sgna  =  sgn&  3-  sgn(a+/v)  =  sgna 
•5     sgn(a+?>)  =  sgna  .nr.  sgna  =  sgnZ>  .w.  moda  >>  iwo&b 
•6     a,b  -e  /,0  3-  sgna  =:  sgu?>  .=.  sgn(a?>)  =1  .=.  sgn(a//^)  =1 
•7     a-=0  3-  ^S"i'^(A'^)  =  sgna 

•8 .  iiiEn  3-  sgn  a^"*  =1  .  sgn  a-"*  '  --=  sgna 

Continuation  :     i^fi  P2-6,     §Q  P80,      §;.  PPO,      ijLm  40,      ijlii.i  Pis,    P24, 

gcontPlOl,     ^(i«  P;5,   P41,    §SubstP3,     §vct  P9-2,  P15. 
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§40     max  min 

>    ^^     1.     u;v8  Cls'No  .  a,hE^^  .3 

•û     max^f  =^  1  H^  X3{y£  u.-ix  r^y.  oc^y)  Df 

maxH  =   «  le  plus  grand  (maximuu)  des  a  » . 
inin^<    z=.    <  le  plus  petit  (minimun'i  des  11  ». 

•i     max  la  =a  -M     a^h  r^.  nvAx{La<^(b)  =a 

•2     mt .  nisN^ .  -a  i(^(»i+No)  .3).  a  ^  max?^ 
a  i  max^t .  a  i  maxy  .3-     '3     max(i«w^')  =  max(«  maxw  g  i  maxy) 
•4     max(«f+i'')  =  (max^<)+(maxz-) 
•S     max(wXi')  =  (maxw)  X(maxr) 
•6     max(«f'y)  =  (maxw)  [^  (niaxr) 

n      ^     2.     ^v;£  Cls'n  .  rt,&£n  .3  P1-0--4 
R    ^^    3.     i^,y£Cls'R.  a,&£RO.  Pl-0-'l/3--5 

•2     Numif  £Nj  .3-  a^inax^'. 

•G     US  Cls'(l+R) .  v£  Cls'No .  a  t  mn,xii .  a  t  maxy  .3  Pl**^ 
Y    ^$    4.    (r  I  R)P3-0--4 

^     11-14.     (min,  »|(max,  OP1-0--1/3--6  .  P2-0--1/3--4  .  P3  .  P4 

11 '2     it£  Cls'No .  au  .3  3  ^  miniA 

12-2     ?^£  Cls'n  .  ait .  mfiN,, .  -a  t^y>i— N,,)  .3-  ^  *  min?t 

•5     u£  Cls'n  .  a  i  max^'/  .3-  i^iiii( — ?0  =^-  — max^t 
1 3-7     ic£  Cls'R  . ,3-  ii^ii^  /^«  =  /max^'. 

^     15  ?^£  Cls'N,  .  n£Ni  .3 

•1     miUj^f  =  min^t  .  imn^^^^(C==mm[u'>œ3{oc^imnjt)]        Df 

iniu«  «i   indique    donc  le  ?i*«»w  nombre  de  la  classe  u,  en  les  disposant 
dans  l'ordre  croissant.  Ex:.  §Dtrm  P3. 

•2     a£Ni .  m£  N^+l  .  Num  Ni'>(rt/Ni)  =  m  .7-£i-m  .3- 
min^(Ni'>rt/'N^Xmin^^^_,.(Ni'>a;NJ  =  a 

Continuation  :  §quot,    §Dvr,    §mlt,     §Np  10,     §mp,     §Q82  83, 
§cres  -8,     §cont  2*3,  §D  4'1 


86  quot    rest 


§41     quot     rest 

Nq  X  >  max     ^     1.     «,&£No .  (?,<:?£Ni  .3 

•0  q\iot{a,c)  =  max[N(,'^  x3{a)C  <  aj]  Df 

quot(rt,c)  et  rest  (a,c)  sont  le  quotient  et  le  rest  de  la  division  de  a  par  c. 

Le  dividende  est  a,  le  diviseur  est  b.  Le  cas  de  a=:0  se  rencontre   p.    ex, 

§Dtrm  81.  On  peut  remplacer  les  signes  quot  et  rest  par  les  signes  E  et /? 

qui  suivent. 

1  quot(0,c)  =0  .  q\iot{c,c)  =1    .  quot(rt,l)  =a  .  q\iot{ac,c)  =a 

2  quoi{ad,  cd)  =  quot(a,ç)    '3    quot(a,  cd)  =  qu.ot[qu.ot{a,c\d] 

4  a<C.c  .=.  qu.ot(a,c)  =0     :     a^c  .=.  quot(«,c-)  £N, 

5  cC>b  .3-  qu.ot{a,c)  ^  qaot(b,c) 
bl  c>>6Z  .3-  quot(rt,c) ^  quot(«/?) 

6  q\iot{a-{-b,  c)  >  quot(rt,c)  +  qu.ot{b,c) 

7  quot(ac+&,  c)  =  a+quot(/^,  c) 

rest    ^^    2.     Hp  P-1  .3 

•0     rest(a,c)  =  a— cxquot(a,c)  Df 

•04  rest(0,c)  =  0 .  rest(c,c)  =0     -02  rest[rest(a,c),  c]  =  resi(a,c) 
-\-     •  1     rest(a+<?,  c)  =  rest(a,c) 

•  1 1     rest(a4-&,  c)  =  rest[&+rest(«,c),  c] 

•  i  2     rest(a+&,  c)  =  rest  [rest{a,c)  +  rest(^,r-) .  c] 

'  1 3     rest(a,(?)= rest(&,  c)  .^.  rest(^f +f?,  c)  =  rest(b-\-d,  c) 
>»     '14  a<Cc  .3*  i'est(a,c)=a        'IS    a^c  .3-  ^^  >•  2  rest(rt,c) 
X      '2     restÇad,  cd)  =  rfxrest(a,c)     -21  as  N^xc  .=.  rest(rt,(?)=0 

•22     rest(a&,  c)  =  rest[rest(rt,c)Xrest(&,c) ,  c] 

•23     rest(a,c)  ^  rest(&,c)  3-  rest(afZ,c)  =  rest(kZ,c) 

•24    rest{a-\-bc,  c)  =  rest{a,c) 

•23    rest{a-{-b,c)  =  rest{b,c)  3-  «sN^Xc 

•2G     rest(«,c)+rest(Z>,c)£NiXc  3-  «+Z>£NiXc 
[^     -3     rest«6)  =  rest(a,6)     .     rest(a^4)  £  «0  w  d 

•3 1     ni£  N^  3.  rest[(a+c)"*,  e]  =  rest(a"*,  c) 
-     -5     rest(r/,ç)  £  0-{c—l) 

V      •()     ./;  £  NiFl-///  3-  i"est(v.r,  c)  =  rest[v  rest(.r,r),  c] 
•7     .'3?£N,Fr**y/i  ,3-  rest(//a;,  «:')  =  restL77rest(.r,c),  (?] 
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quot  rest     ^  3. 

•1     q,  reNg .  a  =.  cg+r .  r<jc  r^.  ^=  quot(a,c) .  rr=  rest(a,(?) 
•2     qiiot[rest(«,c),  c]  =0  .  quot[rest(a,  c<^),  c\  =  rest[quot(«,c),  d] 
'3     rest(a,c)4-f  Xrest[quot(a,c),  d]  =z  rest(a,  ce?) 
•4     a>c  .  quot(rt,c)  -£  (iXNj  .3: 

Yest{a,cd)^rest{a,c)  .  rest{a,  cd)—Yest{à,c)£  cX^t 
•o     quot(a+?>,  c)  =  qiiot{a,c)  +  quot  [b-\-rest{a,c),  c] 
•G     quotfa,^)  =  quot(a,  c+d)  .^.  YGSt{a,c)^  [q\iot{a,c)]xd 
•7     c>>r7  .3:  quot(a,c)  =  quot(a,  c— fZ)  .=. 

c—rest{a,c)  >  [quot(rt,,c)+l]X<:? 
•8  qaot{a,c)  =:  qu.ot(a-{-b,  c-\-b)  .=.  rest(a,c)>  [quot(rt,(7)— 1]XZ> 
•9     maxN,'^.»3Jquot(a+a;,c)  =:quot(rt,<?)|  =  c—rest{a,c)—l 


§42     E  =  (Entier  de)        /5  =  ( partie  fractionnaire  de  ) 
r     ^^     1-0     iï7fr  .3  Ex  =  in'^^3{^^x<z+1)  Df 

Xo/e.  La  notation  Ex  a  été  introduite  par  Leg-endre,  Théorie  des  nombres, 
II  édition  p. 8  a. 1808.  La  notation  de  Gauss  a. 1808  t.2  p. 5,  est  [x]. 

•1     a?£r  .3-     Ea3£n     .     Eoc^x<:i^JC+l     .     EEic  =  E^ 

•2     ^£n  .3-  E^  =^ 
+     .3     ^,.v£r  .3:    EGr+y)  ^  E^+E?/     :     ^>?/ Q.  E^  ^  Ey 
—     -4     .r£  r-n  Q.  Ej?  +  E(— j^)  = —l 

xsn    .3    Eic  +  E(— .2;)  =  0 
X     •')     Ea;î/  =  E{œij)  Df 

/      -G     xsR  .3.  E[(E^)/^]— 1  =  Ex+E(— rr) 

•  7     ^£R  .  r<£N,  .3.  E( V«)  =  E  !(E^)/a| 

V     ^^    2-0  ^£R.a£X,  .3^|[E(^+r/a)]lr,0-(rt— l)î  =  E«a; 
J  Bertrand  Arithmétique  a.  1851  p.  109  j 
•I     ^£r  .  a£^^ .  -a  [xx{l"'a)]'^n  .3 

^1  (E  ro;)  \r,  l-a\  +  ^'";[E(r/j7)]  |>-,  1-E  aœ\  =  aEax 
\  Gauss  a.  1808  t.2  p.  7  i 
•2     .^£r  .3.  Ex  =  ^|[E(^/2'-  +  /2)]  \r,  N,  | 

=E(V-^V-^)-f-E(.V-l+/2i+... 

}  Cesàro  Excursions  Arithm.  a.l88r)  p. 30  } 
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E 


max     '3     œsr  .'^.  Ex  =  max[n  ^  y^iy^x)] 
qiiot     'A     a,bs'N^  .3  quot(rt,/^)  ^  E(a/h) 


Dfp 
Dfp 


E    ^     3.     œ,'ij£Y  r).     -Q  px  —  x—Ex  Df 

•01  fi^xz=^x  .  El3x=0  .  ^Ea?z=0 

Zehfuss  (Grunert  Archiv,  a.l«50  t.27  p. 12)  a  introduit  cette  fonction  ^x-, 
la  lettre  /?  est  l'initiale  du  mot  «  Bruchtheil  » .  Elle  a  été  indiquée  dans 
F1898  par  0x.  On  l'appelle  aussi  «  mantisse  »,  c'est-à-dire  «  excédent  ». 
Wallis,  Opéra  a. 1693  p.41  :  «  Ejusque  partes  décimales  ahscinsan,  cqjpendicem 
voco,  sive  mantissam». 


21    ^-£11   .3   fjX -\- ^(—X)  =1 

31  ^{a:+y)^l3x  +  r^f/ 


•1  ysn  .3  ^(.r+?/)  =  /^j? 

•2  a7£n  .3.  ^x  +i^{—œ)  =0 

•3  0^  l^x  <1 

•4  ^£11  3.  ^{xy)  =  ^{y^x) 

•5  «fNj  3-  El  «.^  =  axE^  +E(a^£c) 

■6  /2  —  mod(/?^  — /2)  =  niin  mocl(^— n)  =  n\oà{x-\-Ex  —  E'2x) 

rest  -7     a,h£^^.'^.YQsi{a,h)  =  hx(i{a/h)  Dfp 

Continuation  §Q  84,  §e  3. 


Chf 


§43     Chf  =  (chiffre) 
Chfit;  =  EX^X-'œ  =  X^X-'Eœ  =  Eo;— XEX"'^  =  rest(Ea;,X)     Df 

Note.  «  Chfic  »  qu'on  peut  lire  «  le  chiffre  de  x  »  ,  représente  le  chiffre  des 
imités  de  x^  dans  la  base  X,  que  nous  lisons  dix.  En  conséquence,  Chf(X«cc) 
sig-nifie  «  le  chiffre  qui  suit  de  n  places  le  chiffre  des  unités. 

Le  symbole  «Chf»   est  tiré  du  français;  car  «cyphra»  signifie  0  (Euler), 

•  J     Chf^  £  0-9  Chf  %'  =  tO  o  d  o  a  u  «5  u  «6  o  t9 

a£(2N>(5N,)  .3  Chfrrr=6        ae  N,-(2NJ-(5N,)  Q.  Chf  a*  =1 

as  2No  .=.  Chfa  £  2X,  :  as  ÔX,  .=.  Chfa  s  ôX, 
a£3X,  .=.  v[(ChfX-'VO  \r,X,]  £  3X, 
»   9        »  »  »  9 

a£bxX,  .=.  v[(ChfX-'a)Xrest(X'',&)  \r,X,]  £  bxX, 
I  Pascal  a.l654  t.3  p.312  | 

Ces  formules  expriment  les  "  caractères  de  divisibilité  des  nombres  ". 

•3     a,7i£X^  Q:  Chfa"  =  Chfa     .     Chfa"+*  =  Chfa" 

Chf  a'  =6  .=.  Chf  X'^a'  £  2X,+1 

m£  (4No)w(4No+l)  O-  ChfX~*7"*=0 

W£  (4N,+2)w(4No+3)  .3     »     »  4 

•4     a  {m,n)3[m,7i£X^  :  p£  m-\-X^  Q^,.  Chf(X^^)  =  Chf(X^+"a;)] 
I  Wallis  a.l685  t.2  p.364  : 

«  ...post  processum  (Reductionis  Fractionum  vulg-arium  ad  Décimales) 
al iqua tenus  continuatum,  redeunt  iidem  numeri,  et  eodem  ordine  circulantur 
quo  prius...  semper,  si  non  citius,  post  tôt  locos  uno  minus  quot  sunt  in 
Divisore  unitates  ».   ! 

Sibt-el  Mâridini  a. 1500  (BM.  a. 1899  t.l3  p. 33)  a  rencontré  quelques 
fractions  sexagésimales  périodiques.  Wallis  a. 1657  (t.l  p. 224)  a  calculé 
quelques  fractions  décimales  périodiques  ;  mais  il  a  énoncé  les  principaux 
théorèmes  seulement  dans  l'ouvrage  de  ra.l6S5. 

Continuation  :  Ôlim  P2G. 
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§44    Dvr 


N,    X    max     ^     1.  u,v8  Cls'N,  .  a,h,c,d£^^   .3 

•0  Dvr»  =  D«  =  max[N,'^;r5(?Q N,X.a7)]  Df 

I     »       ==  (le  plus  grand  commun  diviseur  des  ii)\ 

Les  notations  D(a,6)  et  in(a,&)  qu'on  rencontre  dans  Lebesgue,  a. 1859  p. 8, 
ont  été  adoptées  par  Lucas,  et  par  d'autres. 

Nous  les  emploierons  dans  ces  deux  §;  mais  dans  la  suite  nous  adopterons 
les  notations  plus  claires,  bien  que  plus  longues,  Dvr  et  mit. 

•01  ns  Nj+l  .  xs  N,F  \-n  .3  Dôt;  =  D{x'\-n)  Df 

Ex.:P-22,  §mltPl-5-6 

•02  T>{a,h)=zT){tauib)  Dfp 

•1     Bui  =a  .  I){a,a)  =a  .  D(l,«)  =1  .  D(a,&)  =  D(&,a) 
•il   as N,xZ>  O-  D{a,h)  —b 

■i'i   a,bsN^XC  r^.I>{a,b)£'N^XC       JEuCLIDES  vu  P2:    «  èàv  àoi&jLibg 
ôvo  àQi&fxovç  jnexQfj,  xal  rô  jnéyiorov  avrdji'  y.oivov  uétqov  juerQï]oei  »   | 

•1 3  Biac,  bc)  —  cxT>ia,b)      -131     'Dia,b)  =1  .3.  T){ac,  bc)  —c 

•14  ah  £  N,xc  .  Dia,c)  =1  3-  ^^  N,XÇ 

•15  D(a,  bxc)  =  D[a,  bxD{a,c)] 

•16  D(a,c)  =1  O-  D{ab,c)  =  I){b,c) 

•17  D(a,?^)  =1  .  rtt'N^xc  .3  D(&,ç)  =1  lEucLiDES  vu  P23} 

•18  D(a,c)  =1 .  D(?;,c)  =1  .=.  'D{ab,c)  =1     JEuclides  vii  P24i 

•19  I)ia,c)  =  Bib,c)  =  'Dia,d)  =  T){b,d)=l  3.  D{ab,cd)=:l 

j  EUCLIDES  VII  P26  I 
•20  rt£N,x&  .  a£'N^xc  .  'D(b,c)  =1  3-  «eN,x&c 
•21  I){b,c)=l   3   D(a,  &XC)  =  D(/^?>)XD(rt,e) 
•22  D(a,&,c)  =  D[D(«,?;),  c]  \  Euclides  vu  P3  j 

■3.U  3-     '3  D?.f  £  N, 

[  us  Cls'N, .  t5=  Nirvc3(îON,Xa;)  -D-  Is»?  ■  §3  Pl'l  O-  M"  (1) 

Hp(l) .  msu  .3.  -3  i;n(m+N,)  .  (1)  .  ginax  PI -2  .3.  \[  {  maxi-  (2) 

(1) .  (2)  .  Elimm  .  Elimi?  .3.  P  ] 

•31   »;3N,x^f   .3   Dll£^^X(^    -32  DyifXn)  =  nxDi' 
^n  .  ar  .3  -33  Dinyf)  =  D{D<(,  Dr) 
•34  D(«x^')  =  (Du)xÇDo)  |Stieltjes  a.l895  p.4j 
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+    -11  T>ia-^b,  h)  =  ^a,h)  \  Euclides  yii  PI  } 

[  §X  P2-2-3  O.  max[  N,r>a;3(ff,6£  NjX^)]  =  max[XiOa;3(rt+6,  h  s  N,X^)]  O-  P  ] 
•12  T>ia,  a+1)  —1  [  P-41  O.  D(rt,  a+l)  =  D(«,l)  .  P-1  o.  P  ] 

•1 4  D(«,&)  =1 . 'D{b,m)  =1 .  D(rt,?0  =1  O.  I>{ah,  am+bu)  —1 

•IS  D(«,/;)=l  3  D(a+?>,  «&)=! 

•16  a>?>.DKZ>)=l  3  'D{a—b,ab)=l 

•1 7  D(a,5)  =  I){a-{-bm,  a+bm+b)  =  D{a-{-bm,  a+bm—b) 

—    -21  D(2a— 1,  2a-i-l)=l 
•22  as  2N,  .  &£  2N,+1  .  a:>b  Q.  D(a+&,  «-&)  =  J)ia,b) 

•23         a  ,  &  £  2N,+1  . Q. =  21){a,b) 

•24     a>&.D(a,&)=l  Q.  D(ft.+Z>, «—?;)  =  d w«2 

/      •  3     I){a,b)  =  'D{c,d)  =1 .  a/b  =  c/d  .  "^ .  a=c .  b=d 
•3 1  a/b  =  c/d  .  T>{a,b)  =13.  r/a  =  d/b  =  D(^/0 

I  •3-31  Euclides  vu  P20,21  j 
•32     D[«/D(«,&)  ,  b/'D{a,b)  ]  =1 
•33    a,b,c£  2N„+1  .3  J){aM  =  J}[{a+b)/2,{a^c)/2,{b-\-c)/2] 

[^    -4    D(rt,&)  =1  3.  D(rt"*,&^)  =1  I  Euclides  viii  P2,3  \ 

•41  J)ici,b)=l  31 

D(a'+a&,6-')=:l.  D(«'+5%a?>)=l  J  Euclides  ix  P15  \ 

•42    a>Z> .  D(a,10)  =D(&,10)  =1  3.  a'+&'  elON,  .w.  a'— &'  £  ION, 
•43    D(a,&)  r=l .  D(a+&,  3)  =1  3.  D(a+&,  a'— a&+?/)  =1 
•44     D{ci,b)  ==1  3.  (N,+l)^  {a^WV^,  I)  Nj^+N;' 
•45     a,b£  N,-N,' .  «&  £  N,'  3.  D(c^,&)  >1 

î  Leibniz  a.l678  Math.  Schr.  t.7  p.l22  j 
•46     T>{a,b)=\   3: 

N,n(a^+&yN3{4N,+lM2  .  N,'^(«^+/>VN3(8N,+l)w^2 
•47     D(«,&)r=l  3.  N,'>[ft|X2'")+&|X2"VNiD(NoX2'"+*+l)u2 

I  EULER  PetrNC.  t.l  a.  1747-48  p.32  | 
•48     Ni'>(2*"+1)/N,  3  16;^No  +1 
•49  D(rt,//)=1.«/;£4N,+  1  3.  NA^i-'*»+^-^'''")AV3(8rt?-'^?N,+  l)w«2 
}  •48-49  Lucas  TorinoA.  a.l878  t.l3  p.281  \ 

Num     -5     D(a,&)=  Num  1— Z>'^a'3(aa?£N,X&) 
rest      •e     rt-£  N,&  3-  D(ri>^^)  =  D[Z;,  rest(rt,&)] 
•61     D  (a,Z>)  =D[Z^,  &-rest(a,fe)J    ■ 


Ô2  Dvr    mit 


E     •  7  a,b£'N, ,  Dvr(2a+ 1 ,  2&+ 1  )  =  1  Q. 
2|[E/X2a+l)/(2&+l)]|>-,l-/.j+v}[Er(2^+l)/(2«+l)l|r,l-aj=«& 

I  Gauss  a.l808  t.2  p.7  | 
•71   «,Z>£Ni  .3.  TKa,b)=b-\-l[E{ah/b)\h,l-h]+i[E{-ah/b)\h,l-b] 

n    ^    3-0  ?i£  Cls'n  .  a  ?wO  .3-  ^"^  =^  raax[N«  «^3(^(3  nXrz;)]  Df 
•01     D(iO)  =0  Df 

"1      u£Clii'R.'^.D{>'^iO}  =  Dn     .     D/r  =  Dmod^( 
•2    a,b,csn  .3=  a  (J";i/)3(.3?,?y£n  .  rt,r4-&^=:ç)  .=.  es  nxT>{a,b) 
•3     a,c£n  .  &£Ni .  I){a,b)  =1  .3  a  0-(&— 1)  '^  .973  (a.r— c  £  nb) 
•Â     ap,c£TL .  T>{a,b)  ==1 .  u,v£ï).  .  au-\-bv  =c  r): 

x,y£  n .  aœ-{-bij  =<?  .=.  a  n  Z3[x^=  u-\-bz.  .  y=  r—az\ 

R     ^^     4-0  «£Cls'R.3D^^  =  max[R'>^-3(^QN,X^-V]  Df 

•1     a,&,c£N,  .3  D(a/c,  &/^)  =  \E>{ap)\  /c 
\  Bertrand  a.  1849  p.105  j 

iV;£  Cls'R  .  a?<; .  a?.' .  a£R  .  ?i£Ni  .3         "^     D(wXr)=:(D/<)xD^-) 
•3     (D^O**=D(^i^)     -4     D[«^(O"•;0]  =  [D(l,a)]" 
S  Barrieu  AnnN.  a.l895  t.l4  p.214  | 

Continuation:  §mlt  l-4'l  2*2,  §nt '9,  §Np  12,  §(?>,  §Dtrm4-l. 


§45     mit 

Nj  X  min    ^J^     1.  ii,v£  Cls'N,  .  a,b,c,d£^^  3- 

•0  mlti^  ==  m^i  =  min[  N,'>  X3{i/£U  .3i/  .^£N,  X  y)  ]  Df 

I  »     =  (le  plus  petit  multiple  commun  c^es  u)\ 

•01  n£  N^+l  .  x£  NjF  1-n  .3.  m^  =  m(a;'  1-n)  Df 

•02  m(a,b)  =  m{ia^tb)=:mm{ax^ i'^bx^ ^) 

•1  mia=a  .  m{a,a)=a  .  m(l,a)=a  .  m{a,b)  =  m{b,a) 

•11  a£  NjX&  3-  m(^^?^)  ^'^ 

•12    C£  NjXa  .  C£  N,X&  3-  ^£  Nj  X  ni(rt,?^)    I  EUCLIDES   VII  P35 

•13  m{ac,  bc)  =:  cxm(a,&) 

•2     m{a,b,c)  =  m[m{a,b),  c]  \  Euclides   vu  P36  } 

Num«  £N,  3-  "3     mw  £N,         •ai  n\{uX(i)  =  ((Xm» 
•32  y£u  ."^y  .  a£  NjXy  3-  «£N,Xm^< 
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Num2<,  Num?)  eN,  r^.  -33  m{i(s^v)  =  m(m?^,  mv) 

•34  m{uxv)  =  mtixmv  \  vStieltjes  a.l895  p.4  j 

•35     ?2£N,+1  .3  m(l-2/0  =  m[(;i+l)-2;?] 

Dvr     -Ai  T){a,b)=l  .'^.  m(a,b)  =  axh         J  Euclides  vu  P34  j 
•42  I){a,b)xm{a,b)  —  axb  |         »  *         j 

•b     T>{a,b,c)Xm{(ib,ac,bc)  =  abc 
m  — D 

D{n,b,c,d)X\'n(fibr,  abd,  acd,  bcd)  =  alird 

m D 

•51  HpP-01   .3. 

D^  X  m[{Uœ)/x  ,  1-71]  ^Bx.mœ  xmnx)/x  ,  l-,q  —  TTx 
•6     m{a,b,c)  Bia^b)  D(a,c)  T>(b,c)  =  abc  T>ia,b,c) 

\  -b-'Q  Lebesgue  a.l859  p.31,34  j 

•7     a,b,in,n,x£  N^ .  51?"'— 1  s  ^^Xa  .  x"—!  s  N,x&  .  B{a,b')  =  1  .3 

x^m{iû,n)  —1  £  N^X«X& 
•8     [N„  &£N,Xrt,  'D{a,b),  m{a,b),  1]  |  [Cls,  a'^b,  ar^b,  ajj,  /\] 
§1   P4-2-4^5   5-2-'64   6   7-2--4      §2     §3 

Cette  P-8  dit  que  les  P  de  Logique  que  nous  venons  de  citer  subsistent 
si  l'on  remplace  Cls  par  N^,  "  tout  a  est  6  "  par  "  a  est  un  diviseiir  de  h  ",.... 

R     ^^     2-0  /^£Cls'R.3  m^/— mm[R^j'5(^Q^'/Ni)]  Df 

•1  a,b,C£  N^  O-  iï^('''A  J  V*")  =  b'^'^i.^^P)]  A 

!  Bertrand  a.  1849  p.107  | 

•2  a,b£K  .3  B{.ii^,b)Xm.{a,b)  =  ab       \  »  »  »      | 

a£  Cls'R .  Numa  eN^  3- 

•3  Da  X  m  /rt  —1 

•4  r£R  3-  D(/yO  =  rT)a  .  m(/'«)  =  rma 

•5  s£^,  3.  D(«')  =  (Da)' .  m(«')  =  (mrO' 
nsNi .  rt£  R  F  l—n  .  s£  1— n  3- 

•6  D|/7(a,^*)  1?^,  Cls'l-n '>^3(Numa?  =  .s  )|  x 

ml • zzzn—s)\  =na 

I  •S-'S  Barrieu  Mathcsis  a.l883  t.3  p.217  | 
if,r£  Cls'R  .  Xum^/,  Numr  eNj .  «£R  .  »£Ni  3- 
•72-74  =  (m|D)  §Dvr  P4-2-^4  |  Barrieu  AnnN.  a.l895  t.l4  p.214  j 


94  nt     dt 


§46     nt     dt 

/  R  min     ^     1.    a,b£R  .  3 

•1     nia  =  mm\^^'^x3[^.N^'^y3{x/y=a)]\  Df 

•2     dtrt  =  min}  N,'^?/3[aN,'>^3(^/z/=ft)]  I  ^^ 

•3     ntrt,  dta  sN,     .     dtrt  =  nt(/a)     .     nt«  =  dt(/a) 

•4     ntrt  =  min[^Y  N,Xrt]     .     dt«  rr=  min[X,^  N,/rt]  Dfp 

•3     nta  =  rtXdta     .     dta  =  nta  /a    .     nt«/dtr(  =a 

•31  ae  N,X&  .=.  nt«  £  N^Xnt&  .  dt&  £  N^Xdta 

\  V.  Murer.  Bollettino  diretto  da  A.  Conti,  a.l900  t.2  p.lO 
•6     a+h  £N,  .3.  dta  =  dt&     .     a—b  £N,  .3.  dta  =  dt& 
•7     m£N^  .3.  dtÇm+rt)  =  dta     :     m'>a  .3-  dt(//i— a)  =  dtrt 
f^     -8     //i£N,  O  nt{a'^)  =  (nta)"^  .  dt(0  —  (dta) 
•8 1     />i£  Ni  .3-  ^^^  I^"'  •=•  1^^^*  ^ ^^1"  •  ^^'^^  ^  ^1" 

Dvr  mit     -9     Dvr(nta  ,  dt«)  ^1 

•91  nta  =  /Dvr(l,  /a)  .  dta  =  /DVr(l,  a)  Dfp 

•92    —  =  /mlt(l,«)         —  =  /mlt(l,/rt)  Dfp 

•93  «£  Cls'R  .  Numrt  £N,  .3  Dvra  =  Dvr(ntVO /mlt(dt'a) 
•94         »         »         »        .3.  mita   =  mlt(ntV/)  /Dxridt'a) 
\  Barrieu  Mathesis  a.l883  t.o  p. 21 7  J 


^     2.     r/,/;£N,  3. 

•1     iit(a/b)  =  a/Dvr{a,b)        '2     dt(a/^)  =  VDvï'C^;^) 

•3     Dvria,b)  =1  .=.  a=  nt[a/b)  .=.  b=  dt{a/b) 

•4     nt{a/b)  =in-ût{a,b) /b  -3     dt(a//>)  =  mlt(r/,/;)/rt 

nt  a   =r  «  le  numératenr   de  a  » 
dt  «    =  «  le  dénominateur  de  a  » 
en  supposant  que  le  nombre  rationnel  a  soit  réduit  à  la  forme  plus  simple». 
Voir  A.  Padoa  RdM.  a.l898  p. 90-94. 

Continuation:  §Np  P14  §mp  3. 
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§51     Np  =  (nombre  premier) 

X     ^  1-0     Np=(l+N>[a+N,)X(l+N,)]  Dt 

•1     2,  3,  5,  1,  11, ...  eNp 

I  Voir  :  Burckhardt  ,  Table  des  diviseurs  2^our  fous 
les  nombres  du  'premier,  deuxième,  troisième  million. 
Paris  1814-1817. 

GrLAiSHER,  TcibUs  des  diviseurs  pour  tous  les  nombres 
du  4'"^,  5"'%  ^'"%  million.luon^oTi  1879-83. 

Dase,  TaMe  des  diviseurs  pour  tous  les  nombres  du 
7"^,  S""^,  9'"*  million.  Hamburg    1862-1865. 

Dase  et  Rosenberg,  Id.  du  10"**  million.  Archiv  der 
Akaclemie,  (non  publiée)  Berlin. 

•2     rt£  Np  .  byCE  Nj .  ?>c  £  N,  X  n  O-  ^^^  ^1 X  «  -w.  ce  N,  X  « 

j  Euclides  VII  P30  : 
""Eàr  ôvo  àgidjiiol  JioV.ajilaoïâoarTsç  àXXt'jlovç  tioiwoI  Tira,  tov  ôè  yevo- 
uevov  f|  avTCov  usrgjï  rtç  jTQonog  àQ(âjiiôç,yMl  sra  rcôv  èi  àgyj'ïç  juerQ}]Osi.\ 

•3    Nj+l^NjXNp  I  Euclides  VII  P31  : 

"Ajiaç  avv&ETOç  aQi&juoç  vnb  jzooJtov  nrbç  àgt&jLiov  jjLexQeïrai.  \ 
•4    2(N,+1)  3)  Np+Np  I  GoLDBACH  a.l742  CorrM.  t.l  p.l35 1 

G.  Cantor  (Congrès  de  Caen  de  l'A.F.,  a.l894)  a  vérifié  que  2X(2---500)  D 
Np+Xp  ;  V.  Aubry  (MM.  t. 3  a.  1896  p. 75)  que     2x(2---1000i  ZD  Np-fNp. 

—    ^     2-1  NpA(N,-4-3)  ^  (6N,^-l)v(6N— 1) 

\  BUNGUS  a.l599  p.399  :  «...semper  ...  numcri  primi  post  bina- 
riiim  et  teniarium,  in  senariorum  multiplicium  vicinia  collocati  comperien- 
tur,  aiit  uno  minores,  axxt  uno  majores.  »   | 

•2     rt£N,4-3.3  a  Np '^  (a4-N,)  r^  (2a— N,— 2) 
J  Bertrand  JP.  a.  1845  Caliier  30  p.  129. 
Dem.  TcHEBYCHEF  a. 1852  Œuvres  t.l  p.52  { 

f^    ^    3-1     ae  H-N,  .  -a  Np  ^  X3{  x^-^a  .  ae  NjXa?  )  O-  ^'^  ^P 
î  Leonardo  Pisano  a. 1202  p.38: 

«Qui  primum  numerum...  cognoscere  voluerit...  semper  eat  dividende  ipsum 
per  prinios  numéros  ordinate,  donec  aliquem  primum  numerum  invenerit, 
per  quem  propositiun  numerum  absque  alia  superatione  possit  dividei-e,  vel 
donec  ad  eiusdem  pervenorit  radicem:  si  per  nullum  ipsorum  dividi  potuerit, 
tune  primum  ipsum  esse  indicabit.  »  j 
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•2    Np'>(4N,+l)  D  N,»4-N,'  j  Girard  a.l634  p.l56: 

«  Tout  nombre  premier  qui  excède  un  nombre  quaternaire  de  l'unité  se 
peut  diviser  en  deux  quarrez  entiers.  >  | 

•21  a,b,c,d  £  N, .  a*-hh^  =  c*-[-(P  .  a'+&'  £  Np  .3.  «ri  w ih  —  ic^ul 

I  Fermât  t.l   p. 294  :    «  Numerus  primus  qui  superat  unitate  qua- 
ternarii  muitiplicem,  semel  tantum  est  hypotenusa  trianguli  rcctanguli  »  [ 

•22  a£Np'>(4No+3)  .&,C£Ni  . //+6-'£  N,x^/  O-  V^N^Xa 
I  Fermât  a.l640  t.2  p.204  : 

«  Si  un  nombre  est  composé  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux,  je  dis 
qu'il  ne  peut  être  divisé  pas  aucun  nombre  premier  moindre  de  l'unité 
qu'un  multiple  du  quaternaire  » . 

Continuation  :  §mp  l'7.  * 

•3     Np  '^  (SNo+l)  3  N,'+3N,^  j  FERMAT  a.l654  t.2  p.313  ( 

Npr>f(8N,+l)u(8N,+3)]DN/+2N,'    |     »  >  { 

Np  r>  [(8N,+1)  u  (8N  — 1)]  3  Nj'-2Ni'' 
Continuation  :  Legendre  a.l797  tables  3  et  4. 

•4     2^-1,  2^-1,2''— 1,  2^—1  £Np      I  EucLiDES  IX  P36  scolia  î 
2"— 1,  2"— 1,  2"— 1  £Np 
2''-l  £  Np     I  EULER  BerlinM.  a.l772  p.35  | 
2"' — 1  £  Np       IPervouchine,  Acad.  S.  Petersbourg,  a. 1883  \ 
2'+l,  2»+l,  2*+l,  2^+1,  2''4-l  £  Np  Voir  §f^  Pô^G. 

7X2'''+1  £  Np  I  Seelhoff  Zm.  a.l886  t.31  p.380  ; 

•5     ns^,  .3  (2^^)^!  +1  £  Np 

}  Gergonne  a.  1828  Ann.  1. 19  p.2o6;  Dem?  \ 

•6     wi£Nj.3:^^^*-l-4£Np.^.  w=l  [  §|v  P14-25.  6=1  O.P  ] 

I  GoLDBACH  a.l742  CorrM.  t.l  p.l39  ;  S.  Germain  a.l772  p.296  j 

•7     as  Np  .  5,?i£N, .  h*"  £  N,xn^  O-  te  N,xc^     JEuclides  ix  PI  2) 

•71 .  a**  £  N,x?>  .3  ^£  ^'TN,       }      *  »    Pl">! 

•8     //i£N, .  2"*-l-l  £Np  .3.  ms  2f^No     |  Fermât  a.lG40  t.2  p.20ô; 
[  pe  2Ni+l  .  «leNi  .  §[^  5-7    -).  2'''P+1  s  (Ni4-l)X(2''«+l)  O-  P  ] 
•9    ae  Np  .  he  (1  -4-N,)  -(N,xa)  3-  &""'— 1  £  N.Xrt 

|Les  chinois  ont  connu  cette  P  pour  &=2,  dès   le  temps    de  Confiicius. 
a.  —550^—477;  ctr.  Heans  Mm.  a.l898  t.27  p.l74! 
I  Fermât  a.  1640  t.2  p.209  : 

«  Tout  nombre  premier  mesure  infalliblement  une  des  puissances  —1  de 
quelque   progression   que   ce   soit,  et  l'exposant  de  la  dite  puissance  est 
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sous  multiple  du  nombre  premier  donné  — 1;  et  après  qu'on  a  trouvé  la 
première  puissance  qui  satisfait  à  la  qiiestion,  toutes  celles  dont  les  expo- 
sants sont  multiples  de  l'exposant  de  la  première  satisfont  tout  de  même  à 
la  question.  »l 

j  Dem.  Leibniz  J/«Y//N.  t.T  p.l54  :    Euler  PetrC.    a.l7;:)6 
t.8  p.l43  ;  PetrNC.  t.8  p.70  | 
•9 1  as  Np  .  b,csN^  Q.  {b^cf  —  h"  —  d"  £  N,x« 
\  EuLEK  PetrNC.  a.  1747  t.l  p.  20  \ 
^    4-1     //^£N,  .  4/>^+l  £  Np  Q.  ïïf—l  £  NoX(4ryi+l) 
S  BiKMORE  a.  1896  Ed.  Times.,  t.65  p. 78  j 
•2     ,n£  2f^Ni  .3  2'"+l  £  Np  .=.  3[^(2|^(«i— 1))H-1  f  N,x  K2[^/>0+l] 

I  Proth  CorrN.  a.l878  t.4p.210  j 
•3     ,n£^,  .  2"'— 1  eNp  Q.  meNp      JFermat  a.l640t.2p.l98j 
•4     q£  No .  4ç+3  ,  8g+7  £  Np  O  •  2*'"'-!  £  (8f/+7)Ni 
I  Lucas  TorinoA.  a.l878  t.lo  p.283  \ 
^    5.  m,a,h,c£^^ .  'p£  Np-t2  .  3  • 

1  «'"+&"' £Np  .3.  /><£2|^N„ 

2  a'"— &"'  £  Np  .3.  m£  Np  .a=b+l 
.3     N,^(a"-&0/i\D[Nr(^'-?>)/NJw(N.Xi>+l) 
•4     N,'>(2^'-l)/NONoXi)+l 

a"  '+&"  '  £  N^x^J .  D  .  a,b£  ^,xp 
I  -l-'S  Euler  PetrNC.  a.  1747-48  I  p.20  j 
•9     a£N  .  2«4-l  £  Np  .&£!!-  n(2a+l)  .3. 

(-&)''-l  £  n(2a+l)  .=.  b£  n'  +  (2a+l)n 
S  Legendre  a.l797  N.134  j 

Les  nombres  n'-j-nfu  s'appellent  «  résidus  quadratiques  de  a  * . 

-     ^^    6-1  ^£0-9   .3.  ^'+^4-11  sNp 
•2  a-£0-15  .3]).a:'-H^-f  17  £Np      |  Euler  Op.  post.  t.l  p.l85  { 
•3  x£  0-39  .3.  a.-'+iZ?+41  £  Np    î  Euler  BerliiiM.  a.l772  p.36  j 
•4  x£  0-28  .3.  2^'-h2^  £  Np  I  Legendre  a.l797  p.lO  j 

Num     ^^     7-1  NLimNp£infn  |  Euclides  ix  P20  : 

01  JiQcÔTOi   àoid'fiol   Jt^Lsiovg   eîoÏv   Jiavibç   tov    nooxe&évxoç   JiXyûovg 

71Q0JT0JV  àgiâpcov.   \ 

•2     Num  Np'>(4Ni+3)  £  infn 

•3     Num  Np'^(4N,+l)£  infn  Continuation:  P12'7 

•4     Num  }Np'>[2f(2|^N,)+l]|  £  infn 

I  EiSENSTEiN  a.l843  JfM.  t.27  p.87;  Dcm?  \ 
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V     ^     8-1     ps '^^-i2  .  qs  l-{2d~l)  .'^.  l\l-{p—l}fq  E'N^Xp 
JMatkot,  Revue  semestrielle  a.  1900,  t.B^  p.40{ 

•2     *n£No .  nsN^ .  ps  Np-«2  .  q£  l"'ip—l)  .^. 
l\iiim{p—l)+q]\i-,  V"{n20—l)\£'^^Xp 
}Pappit,  Revue  semestrielle  a. 1900,  t.S^  p.40{ 

•3     nsN, .  ire  Nj  F  l-n  .  as  Np  Q.  {lxy'—i{.yf)  s  N,xa 

77  !  C    ^^    9-1     a£(N,+4)  -Np  Q.  (a-2)!  eN^Xft 
•2     r/£Np  .3  (a— 2)!  —1  £  ^,xa 

I  Leibniz  Mss.  Math,  t.3  BU  fol.lO: 

«  Protluftiis  continuoruin  iisqiie  ad  nuineruni  qui  antepraccedit  datuin  di- 
visus  per  datum  relinquit  1,  ...  si  datiis  sit  primitivus.  Si  datus  sit  d(M-i- 
vativus  relinquet  numerus  qui  cum  dato  habeat  coininuneui  meusuram 
unitate  majore.m.  »  j 

•3     as  1+N,  .  (a— 1)!  +1  £N,x«  O-  ^''^  ^P 
I  Lagrange  a.  1771  t.;-}  p.432  \ 

■i      rt£Np   .3.   (a— l)!+l£N,Xa  I    WiLSON,   VoirWAKING 

a.l770  p.218;  Dem.  Lagrange  a.l771  t.3  p.425  \ 
•5     as  Np  .=.  as  N,+l .  (a— 1)!+1  £  N,X«  [  =  -ii  ] 

•6     ft£N,  .  4a+l  £  Np  .3.  [(2ay.Y  +1  £  N,X(4^<+1) 
•GI      >      .  4a— 1     »  »        _         ,         _  » 

j  Waring  a.  1770;  a.  1782  p. 380  :     »  Sit  «  numerus  primus  ... 

- (  ubi  orit  -{-1,  quando  ^y^    lit  par 


•S,  siu  alitiT  — 1)  iutegri  erunt  uuuieri.  »| 

}     Dem.  Lagrange  a.l771  t.o  p.431 


•7     as  Np  .  bs  l-(a— 1)  .3.  C{a,b)  s  N.xrt 
I  Leibniz  Math.  Schr.  t.  7  p.  102: 

«  Si  nuraemis  rerum  sit  primitivus,  combinatio  cjiis  (juaelibet  per  ipsum 
dividi  potest,  dempta  prima  et  \iltima.  »  t 

•71  a£Np.&£0-(ft-l)  O-  C(a-1,&)  £N,xa+(-l)* 
•72  rt£Np-t2.&£2-(rt-l)  .3.  C(a+l,6)£N,xa 
\  •7r72  Lucas  AJ.  a.l878  t.l  p.229  \ 

•73  Hp-7  .3  C{a-2,  h-\)  s  ^,Xa  —  {-lfxh 
•8     ns  N^+1  .  as  Np  .  xs  N^FI-'-^î  .  77a-  £  N^Xa  .3 
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•8J   ;?£Ni+l  .  asNp  .  .reNpFl-/^  .  IIx  s^^Xa  .3- 

min     ^^     10-1   rt£l+N,.3min[a+X,)'^(«/^\)]eNp 

•21  min[N,'>  JT^i^)"— 1  e  «xN,)]  £  ^^'^{a—l)/N^ 

-22  N,'^j:3(r— 1  £  r?xNj)  =  X,Xmin[N,'^j?5(r— 1£  rtxN,)] 

j  Fermât  voir  P3-9  ; 
•3     rt£Ni  .^.  min[fN^+l r  .r3(V^  !+l  £  œX^,)]  s  Np^tN^+a) 

E  /5    ^^     11.. 

•1     «£N,  O.  r;!  =  /7;//[/7|Xp  '^  0-E(.s-'x  »]  l-S  N,t  |r,NJ 
î  TCHEBYCHEF  a.  1852  Œuvres  t.l  p.5o  \ 
))i,n£^^ .  p£Np  .3)- 
•2     C{m,n)  s  n\Q[ptA»i/tf) ,  prWP")]  I >' ,  N.|  +  N.Xi^ 
•3     C(/;^,;0  £  C[E(a»/p)  ,  E(»/2J)]xC[/;/5(/yi//^) ,  pft{n/p)]+:s,xp 
J  •2-3  Lucas  a.  1878  AJ.  t.l  p.230  j 

Dvr    ^^     12- 1     h£  Xp  .  as  X,-(X,x?>)  O-  Dvr(rt,^)  =1 

î  EucLiDEs  VII  P29: 
"Arfnç  :toc5toç  àou') Liôç  jiooç  ànavra  àoidnôv,  ov  ui]  aeroeî,  .-xocôtÔ;  èaziv.\ 
•2     />£Xp  .  as  l-(h—l)  .3  Dvr(y/,?;)=1  [  p-i  .3.  p  ] 

■3     a,bE  Xp  .  a  '=h  3.  T>Yi\a,h)  =1 
m,n,a,hE]^^^ .  ps  Xp  .3- 

•4     a"'^lf  £  Xp  .3).  Dvr();?,;0  £  2f^X,     !  Lucas  a.l891  p.342  | 
•o  a'"— h"'  s  X\xp  O-  «^Dvr(?}^,  :?j— 1)  —  &[^Dvr(»2,  p— 1)  £  '^^Xp 

\  EULER  PetrXC.  a.  1747-48  t.l  p.20  \ 
•r.     r^,/>£X, .  Dviia,h)  =1  .3.  Xum[Xp  »  {a-\-  N, X^>)]  ^^  infu 
î  Legendre  a.l808  p.398;  Dem.  Dirichlet  a.l837  t.l  p.31o  { 
•7     Xum[(a7;?/),?(ic,'/£X, .  x>/  —a  .  Dvr(.a7,.?/)  =1 .  œ<Cf/)']  = 

2|^[Xum(Xp  r^  a/X,)  —1]  j  Legendre  a.  1797  p. 8  { 

nt    ^^     13.    PS  Xp  .  y9>3  .3. 

•I     ntv  [l-(y)-l)]  £  p'xX,     j  OSDORN  a.l892  Mm.  t.22  p.51  | 
•2     iitv  [i-(^j_i)j2  £  20X^,  !  Olaisher  a.  1900  QJ.  t.31  p.337  1 

Continuatiou  :  §mp  Ul,    §^^"6,    §Xprf,    §  lim  31,    §log-3-l-2. 
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f^  max    ^    1.    aeNi .  &£  N^+l  .3 

•  0     m^{b,a)  =  max^ Nq*^  œ3{as  N, X ^-^  )]  I)i" 
•H  mp(&,l)==0 

m\)  b,a)  =.  «  l'exposant  de  la  phis  grande  puissance  (^maxinia  potestas/ 
de  6  qui  divise  a  ».  En  g-énéral  (P-41  et  suivantes)  be'Sp. 

•  J  2  mp(/;/0  =  î  N,  ^  X3[a£  (//"xN,)-(//'  'xN^)]  Dfp 

•  1 3 [0-x  =  N„  rs  jj3{as  //XN,)]  Dfp 

•2     a-£N,X^  O-  mp(VO— 0         -3  rt£N,X^  O-  nipi  V^)  eN, 
Uvr     -i     ceN,  .Dvr(/;,<")=1  .3-  mpb,a)  =  m\)(b,  ae) 

Np     -H  a£ Np  .  bjCsN^  .3.  mp(a,  i^c)  :=  mp{a,b)-{-mp{a,c) 
•S     rt£  N,X^  •=:  ^£  Np  .  3-^  •  mp^-^/>)  ^  mp'^/') 

•7     «£  îsV+Xr  .=:  ps  Np  ^(4X„+3)  O,-  mp(p/0  £  2No 

}  Girard  a.  1634  p.l56  j 
•8  ir£Np  .3-  mp[>:-,  Dviv^,//)]  =  mi]i[mpte,rOj  nip(^,&)] 
•9     a;£Xp  .3-  mpL-c,  mlt(//,/j)j  =  max[mp(.r/;\  mp(.r,/;)] 

^^     2-0  ;)£ Np  .  «£N,  .3  mp( y;,  «Ij  =  2:][E(a/p'')]  \}\  N,! 

z=E(Vy5)+-E(rt/îrj4- 

I  Legendre  a.lSoO  t.l  p. 11  \ 

■l     ae  N,  .3  a=  n\[x'^  mp(>/01 1^,  Np  ; 
•2  -  Num(  N,'>  rt/N,  )  =  77  î  [  mp(^,rt)  + 1  ]  | .r,  Np  j 

IWallis  a.l685  t.2  p.498: 

«  Si  fiât  Numerus,  ex  continua  Multiplicatione  quotcunque  nunicrorum 
Primoi-um  (intcr  se  diversorum)  aut  quarunivis  Potestatum  talium  Prinioriun: 
Xunicrus  Divisoruin  nunieri  sic  compositi,  coniponitur  (continua  multipli- 
catione) ex  Primorum  illorum,  eorumve  Potestatum  sic  compositarum,  Ex- 
ponentibus,  Uno,  singulatim  auctis.  »| 

ait  .3-  I^^'i'"  =  -^}'^^  "1""^  mp^.r,?'V  \x,  Np{ 
— .  Num^i£N,  3- 11^^^  = -max 
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•5  «£N,  .3  ^(N,'^a/N,)  =  i7(î[^f^[mp(^,a)+l]-l]/(^-l)j|.r,Np) 

=  n\Ji:[x''\r,  O-mp(aJ/0]  k?  Npj 

J  Walli-s  a.l658  t.2  p.814  : 
«  Si  cluorum  pluriunive  uumerorum  priinorum  potestates  qiiaelibet  invicem 
ducaufcur,  t'actiis  partibus  suis  aliquotis  auctus,  acquîitur  facto    ex    conipo- 
nentibus  partium  siiariim  aliquotarum  additione  auctis  » .  ( 

Ml      ns  N,4-l   .3  3  ^P  ^  ^^i  ^Wi^'^j  n!  )  =1  ] 

;  LiouviLLE  JdM.  S.2  t.2  a.  1857  p.278  j 
•7     yz£N  ..T£  N,  F  1-;^  .  c/eNp  .3- 

inp(a,  /7.r)  =  ;^f  mp(«^;rj|r,  l*";^  ] 

^^  3-1  asE  .  h£  N,+l  Q.  mpib/i)  =  mp{h,  nta)—m\:>{b,  cita)  Df 
C'est-à-dire  :  mp(^6,o)  est  la  plus  gi'ande  puissance  de  b  qui  divise  le 
numérateur  réduit  de  a,  ou  la  plus  grande  puissance,  cha.ngée  de  signe, 
qui  en  divise  le  dénominateur  réduit.  Un  de  ces  deux  nombres  est  toujours 
nul  car  on  a  (§nt  PI -9)  :  Dvr(nt(T!,  dtr<)  =1.  Cette  Df  comprend  celle  donnée 
pour  le  cas  où  as'Si.    Alors  on  a  dtrr  =1  ,     il  s'ensuit    que    mp(6,dta')  =::  0. 

•2      rt£N,+  l.?>£R.3   Pl-o 

•3     m£N^  .3'-  «£ R'"  •=:  ocs'^p  .3.^..  m\:>{.r,a)  s  nxm 

•4-3     a£N,+l.Z>£R  .3  Pl-8-9  •G=(R|NJP2-l 

•7        i/.£Cls'R.     '3iH       .3.  Ths  P2-3 

•8 .  Numw  £Ni  3- '^ 

\  •G-7'S  Barrieu  AmiN.  a.  1895  t.l4  : 

•6.  «  Tout  nombre  fractionnaire  est  un  produit  de  facteurs  premiers  affectés 
d'exposants  entiers,  positifs,  ou  nég-atifs.  (p.  96). 

•7.  Pour  former  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  nombres,  entiers  ou 
fractionnaires,  on  fait  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers  qui  entrent 
dans  ces  nombres,  en  affectant  chacun  de  ces  facteurs  de  son  plus  faible 
exposant,  (p.  97). 

•8.  Il  y  a  une  loi  de  formation  analogue  pour  former  le  plus  petit  commun 
multiple,  (id.)  ».  } 
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§53     ^ 
N,  -  Num  Dvr     ^^     1.     a,hE^,  .3 

-0  J    fl>\  =1  .  (?2  =1  .  0:}  —2  ...         -02   (Pa  s  X, 

JVo/e.  Le  symbole  ^  a  été  introduit  par  Gauss,  a.  1801,  Werke,  t.l  j)..30. 
Eulcr,  PetrA.  t. 4  II  a.  1780  p.  18  a  proposé  le  symbole  .ta. 
C  a  II  c  11  y  l'appelle   «  indicateur  » . 

2;    -1      y:{P,^,^a/N^)=a  i Gauss  a.  1801  t.l  p.31: 

«Si  <7,  a'  a"  etc.  sunt  omnes  divisores  ipsius  A  (unitate  et  ipso  .4  lion 
exclusis),  orit     i>a+(l>(ï+^a"+etc.=A  »  l 

Dvr     -2     T>viia,b)=l  .3.  fp{ab)  =  {(I>a){^b) 
•;i    Dviia,b)—1  .3.  (^/|^0/^)— 1  £ &No 

Np      -i     aeNp  .3  <^«  =  «— 1 

mp       -6     as  Ni+1  .3 

<Par=n\  [û(^m^{x,a)—l)x{:Tc—l)]\x,  Np^rt/N,  | 

I  -S-T)  EuLER  PetrNC.  a.1760-61  t.8  : 

(p. 85)  ...  Quoniam  hic  quaestio  est  de  numcris,  qui  ad  quempiam  nunie- 
rum  sint  priuii,  eoque  minores,  eos  connnode  ]>arfes  ad  istu7tt  numeriim 
primas  appellare  liccbit. 

...  Si  numerus  propositus  fuerit  primus  =p,  numcrus  partium  ad  eum 
primarum  est  =:p — 1  . 

Si  numerus  propositus  sit  potestas  quaecumquc  numori  primi  =  j;*'»  ,  nu- 
merus partium  ad  eum  primarum  erit  =;>'»— 1  (j) — 1). 

(p. 86)  Theor.  I.  Si  sint  A  et  B  numeri  inter  se  primi,  et  numerus  itartium 
ad  A  primarum  sit  ^«,  numerus  vero  partium  ad  B  primarum  sit  =.h;  tum 
numerus  partium  ad  productura  AB  primarum  erit  z=((h. 

(p. 88)  Existentibus  scilicet  p,  q,  r,  s  etc.  numeris  primis.  omnis  numerus 
N  in  huiusmodi  forma 

N  =  p^>  q/n'f'  ^i 
compreliendetur  ;  undcî  numerus  partium  ad  JV  primarum  orit  : 

^,;.-l(p_l).,y,.   -l(^_l).;...-l^,._l).Sl-l(.S-l) 

i'p.lO:i!  ...  Proposito  er<;-o  numéro  (lUocuuKiiU'  X,  cuius  partium  ad  ipsuni 
primarum  numerus  sit  =«,  quieunuiue  numeriis  ad  X  primus  pro  .r  capiatur, 
formula  a;'»  —  1  semper  erit  per  numerum  X  divisibilis.  j 
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§54  Nprf  ==  (Nombre  parfait) 

N^N^H X/h>-I  min  Np     Nprf 

•0     Nprf  =  N,  '^ X3]x=l  N,  A [.r/(N^4-l)  ] \  Df 

Li  notation  Nprf  :=  (Nombre  partait)  =z  (xé?,eiaç  âgiô/uég)  a  été  introduite 
par  "(I.  Nasso  RdM.  a. 1909  p.52,  qui  a  écrit  les  P-l-*4.  M.  C.  Ciamberlini 
n  ajouté  les  P-5. 

•1     ms  L2u'ôuàul  ul'd  ull  ul9  u?A  u{)l  .^.   2™~'(2'''— l)£Nprf 
•2     //?,2"— l£Np  .3  2"~'(2"-l)£Nprf      1  Euclides  ix  P36  | 
•3     a£Nprf'>2Nj  .3  ■3.1^,r>m3[a=2"'~\2'"—l)] 
I  Descartes  Œuvres  a.  1638  t.2  p.429  j 

'     'A     ms^^  3-  "3  ^^P"  '^  Nprf 

Nprf'>2N,  3  lONo+6  s.  lOONo+28 
Nprf^2N,-t6  3  9N,+1 
Nprfn2N,-«28  Z)  (TN,+1)  w(7N -1) 
Nprf'^(10N,+6)  3  45N,+1 
Nprfo(10N,+8)  3  30N,-2 
rt£Nprf'>(10N\+8)  .3  EX-V£9No 
Nprf'>(496+2N^)  3  (100N,+16)  u  (lpON,+28  )  u 

(100N,+36)  u  (100N,+56)  o  (100N,+  76) 
rt£Nprf  3.  V  [X^n(rrNJ]  =2 

•ri    -a  Nprf  n  N/  -a  Nprf  r>  (105N,) 

«£Nprf'^(2N,)  3.  8rt+l£N7 

On  ne  connaît  pas  des  Nprfn(2N,-}-l  1. 

as  Nprf '>  (2N,+1)  3.  's{m,p)3  [rns  N^ .  ps  Np  ^  (4N,+  1)  . 
a--2f"'~'X(2^,+lY]     i  LioxNET  AmiN.  a. 1879  p.306  | 
a,&£Np'>(2Nj+l)'.m,«£Nj  3.  a'^r-fiNprf 
a,Z>,c-£  Np  ^  (2Nj+l) .  in,n,p£  N,  3  ^"'^"'<^^  -£  N^pi'f 
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§60    ^  =  (fraction  propre) 

R  <     -0     ê=  R'>  œ3ix<.i)  Df 

•01     R-N,  =iN„+//     .     i-^^â     .     i?=R^l-R) 

•1     êX^=d 

[    x,ys&  0.a;<l  .  y<l  O-  x}/<i  O-  ^O»?  il) 

r^si^  O.  cr<ix-+lV2<l  O-  .Tsi?*:^        (2)  Cl  )..2i  O-  P    i 

•11     m,=  dR=^    .    R=:d^/duii     .     R  =  V'> 
a,b£R  ."^i        -2     b<ci.=.l)£da 
•3     i9a  =  R'^  £C3(^<«)  =  R'^(a— R) 

•4  i9a  ^  (9/;  .3-  c^^)  [  Hp  O-  '^-s-^ft  O.  /^-£<9r/  O.  -  6<r/ ,  o-  Tlis  ] 
•r;    î9a  =  êh  .'^.  a=b  [  Hp .  p-i  o-  ^'^'>  •  ^^"  O-  Tiis  ] 

•G    éia+b)  =  da  +  &b 

[  §X  P2-02  O.  {>{a-Vh)  D  <9^/+5&  (1) 

cce  êa  .  xjt  dh  O.  x<a  .  .y<6  O-  •ï'+.'/<«+'^  -D-  a^+2/  ^  <9(^'+?^)  (2) 

(2)  O-  ^«+i96  D  «!?(«+&)  (3j 
(1) .  (3)  O-  P  ] 

•7     #(ax?>)  =  (*9«)X('9?>)  [  P-l  D  P  ] 

if,?;  £  Cls'R  O-         -8     i9(^«+r)  =  *97(+*9r 

[  §X  P3-02  O-  <9(«+f)  D  i>«+^9^•  (1) 

a;£«t .  yEV  .  zs  dx+Ot/  .  P-25  O.  se  ^(u;+,y)  O-  -^  9{h-]-v)  (2) 

(2)  .  Elim(.-r,.v)  O.  i9u+i9i;  1)  <9(«4-i-)  (3) 
(1) .  (3)  .D-  P  ] 

•81    &{ia^)  =  {dii)x{&r)  [P-IDP] 

•y    />^£N,+l  O-  i9(^r)==*9 

[     œsR  .  .'r<l  O-  ■ï^»»  <1   O:  '^l^'»  D*?  (1) 

zsll .  z<l  .  §|N  P22-2  O.  {1—z  ^m  >  1—ms  (2) 

./'sR  .  2C<1  .  ."=  {l—x^m  O.  2<1  .  1  -m-:  =v  .  {'2\  O-  -ï^  1 1— 2)I^m      (3) 
.rs  ^  .  !  3 1  O.  .Tf  i9(  .9|Sw  I          4  ,1m40P     ] 

Pour  faciliter  l'étude  des  nombres  réels  nous  introduisons  d'abord  le  signe  0 
qui  si-nific  «fraction  propre».  En  conséquence,  si  //  est  une  Cls'R,  du 
qu'on  pourrait  lire  «fraction  propre  de  quelque  u  »  a  la  valeur  de  l'ex- 
preasion   «  nombre  rationnel  plus  petit  que  quelque  u  » . 
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§61     r  =:  (limite   supérieure) 
d-    ^     1-0     u£Cls'R.^U'^x3{&x=du)  .3 

l'iC  =  7  R'*  X3{dx  =.  &u)      =r  .<  la  limite  supérieure  des  u  »       Df 
Soit  donnée  une  classe  u  de  nombres  rationnels  positifs.  Lorsqu'il  y  a  un 
nombre  rationnel  ce,  qui  satisfait  à  la   condition    dx  =  i9«f,    c'est-à-dire   tel 
que  la  classe  des  rationnels  plus  petits  que  x  coïncide  avec  la  classe  des 
rationnels  plus  petits  que  quelque  u,  notis  désignons  ce  nombre  par  Vu. 

\     Hp-0  .3  XheR  .  êXa  =  &a 

[  x,ysR  .  êx=&ii .  {)y=du  .  %dP-2i  O.  xz=!/  (1) 

(l).Hp.§,P-10.P] 

•2     a£R.'^.a=l'da  =  l'(a  -3     \=Vi'^ 

'A     u£  Cls'R .  asR  .  da  =  da  .3  a=  lO' 
•5    Hp  -0  .  veR  O-  y<^^"  •=•  !J^^^'^ 

^     2-0     u£Q\<,'R  .ijeR  r^\  u<Yi' .=.  ijEda       Df        Voir  1-3 

Par  Df ,  2/  <  Vu  signifie  «  y  est  plus  petit  que  quelque  u  » ,  même  lorsque 
ne  sont  pas  satisfaites  les  conditions  de  la  Pl-5. 

Ainsi   se    présentent    les   limites    supérieures   des    classes    de  rationnels, 
1'  '(Cls'R).  Si  a  est  une  telle  limite,  et  ^sR,  la  relation  y<C.a  a  signification. 
Par  cette  relation  nous  allons  définir  les  autres  relations  et  les  opérations. 

La  fonction  1?^  est  ici  introduite  par  abstraction.  Nous  ne  posons  pas  une 
égalité  de  la  forme  : 

i<£  Cls'R  .3:  I  "  =  (expression  composée  par  les  signes  précédents)  Df 
saiif  le  cas  de  la  Pl'O.  Ces  limites  supérieures  sont  les  nombres  réels  finis, 
ou  l'infini. 

L'objet  r  u,  introduit  par  abstraction,  et  la  classe  au,  déjà  considérée, 
ont  plusieurs  propriétés  communes  (V.  P3-0);  ils  diifèrent  par  la  nomenclature. 

Sur  les  formes  données  par  les  différents  Vuteurs  à  la  définition  du 
nombre  réel,  voir  RdM.  t.6  p. 126-140. 

La  limite  supérieure  d'une  classe  joue  un  rôle  très  important  dans  toute 
l'Analyse.  Elle  est  appelée  «obère  Grenze  »  par  Weierstrass  et  les  ana- 
lystes allemands;  Darboux,  a. 1875  p. 61  l'appelle  «  limite  maximum  »; 
Pringsheim,  Encydopddie,  p.  72,  propose  de  l'appeler»  maximum  idéal  ». 
Notre  dénomination  qui  se  rencontre  dans  Guilmin  a. 18-17  (voir  RdM.  t.6 
p. 137),  est  conforme  à  l'usage  le  plus  répandu. 

Mittag-Leffler  donne  aux  mots  «  limite  supérieure  »  une  signification 
différente.  Sa  lim.sup.  coïncide  avec  notre  max  Lm,  et  1'  «  obérer  Limes  » 
(non  Grenue)  de  Pringsheim,  qui  regrette  la  nomenclature  non  uniforme. 
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L'idée  de  la  limite  supérieure  est  fort  ancienne  ;  car  elle  est  la  plus  simple 
des  différentes  significations  du  mot  «limite».  Voir  1,  A  A  Lm  lim. 

P.  ex.  l'aire  du  cercle  se  présente  naturellement  comme  la  limite  supérieure 
des  aires  des  polygones  inscrits.  Voir  Stifel  a.lôil  f.224B. 

a,b, C£  V'iCls'B.)  O: 

•1     a=b  .=.  R'^  j'3(.T<n)  =  R'>  x3{j-<h)        Df      jCfr  %i)  P-b; 
•2     a^b  .—.  ■'>  D  »  Df      I     »      P-4; 

•3     a^b  .=.  '{a^b)  Df 

•31    r^b.b'^a  .^.  c>a  -32  a=b  .^.  ckCJj  .y.  a':>b 

^^     3.     u,v£C\s'R  .  asR  ."^i 
•0     ïu  =  Yv  .=.  êu  =  dv 
\     \'u—A'du 

•2    a=  Y  II  .^.  {}a=  eu  [  pi-2  .  rs-o  .d.  p  ] 

•3     l'ii^Vr  .=.  I'v^Yh  .=.  du'^Ov 
•4    XiKiYv  .—.  Xv^Yit  .=.  's.dv-da 

00  =  (l'infini) 

1'     ^^     4-0     X  =  l'R  Df 

•1     l'N^— 'X  -2     ^<£  Cls'R  .3  r^(  ^  ce 

•3    iiE  cis'R  .  r;^  dit  .3.  r^i=x 

•4     ?^,7;£  Cls'R  .  uT^v  .  Yu  =x    .3- 1'-  =^ 

On  rencontre  le  signe  ce   dans  Val  lis  a. 1655,  t.l  p. 297. 

1^  =  (limite  inférieure) 
r     ^    5.     u,v£  Cls'R  .  «sR  r):        -0     1/;  =  YR'{h/&)         Df 

Nous  définissons  lu  «  la  limite  inférieure  des  u  »  comme  la  limite  supérieure 
des  R  qui  ne  sont  pas  supérieurs  h  quelque  u. 

•1  a  R*^  X3{œ/ê  =  u/d)  Q.  \u  =  1  W^  X3{.r/d  —  u/d) 

1  a^  \,{a/d)  ~  \^m  -12  1  =  \Jd 

\  l/«  — 1;^-   .1=.   u/&  =  v/^  -21    \u  —  \j,n/d) 

•3  a=.\^}i.—.  a/&^u/^ 

•4  l/f>l/^   .— .  'î{v/&)'{u/ê)  -41    rt>l//   .=:.  a£)'/d 

•6      1'^^  =  i  R-(j?M) 

•7      1V(  =r  1/-     — .    &U  =  R'iiyâ)    .=.    l'/O  —  R-(i?/0 
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§62     Q  =  (quantité  positive) 
R  ê  ['    ^^    1-0     Q=l"[Cls'R'>?«5(a^f  .aR-*9?y)]  Df 

Xote.  Le  symbole  Q  qu'on  peut  lire  «quantité  positive»,  selon  Cauchy, 
indique  les  limites  supérieures  des  Cls  de  R,  effectivement  existantes,  et 
telles  que  leur  limite  supérieure  ne  soit  pas  l'infini. 

Les  rt'lations  =  et  >  entre  Q  sont  définies  dans  §1'  P2. 

•  1     u£  Cls'R  .  a/^  .  a  U'&u,  .3  l'a  sQ  [  po  O-  P  ] 

•2     RDQ  [§i'Pi-2  0.  P] 

•3      lœ  Cls'R  .  '3.H   .3-   ^'"-  £  Qw<3C  [P-l  .  §1'  P4-3  O-  P] 

•-i     lœ  Cls'Q  .3  ïu  —  r  JR  ^  j-3[a  cr^  j/3{.r<j/)\  \  Df 

•5    rt£Q  .^3.  aR  '^  œ3Cx<Ca)  ■  aR  ^  .0 (.>•>«) 

Q,  0  0^'^  2-0     Q,  =  QwtO  Df 

•1     ^  =  Qa  ^3(.r<l)  Df 

•2       0=:Q„'>a'3(.>-^l)  =  ^w^Ow^l  Df 

•3      ,?=Ra0 

+     ^     3.     a,b,c,d8q  .3 

•0     «-[-?;  =  r  [  R'^  ,>•.?(,)<«)  +  R'^  .r5(.r</;)]      Df      ! Cfr  %d  P-G  j 
a+b  £Q 

[  R^  X3ix<:a)  +  R'>  ^3(.E<6  )  =  Ra  x3  ;r<?>^  -j-  Rn  ^-3  j"<«    O.  P  ] 

•3     a+{b+c)  =  (a+&)4-r^  -4     a=b  .=.  a-\-c  =  b-\-c 

•3     {QiNo)§+P7  -G     Q+Q=-Q 

•6     b>a  .=.  bsa+q  Dfp 

/>>«  .=.  b+c  >  rt+r^  -7  I   ?>>rt  .  f?>c  .3  b-\-d>  a+c 

h^a  .^.  -(/><«)  .^.  h'^a  .^.b^a  .=.  &£rt+Q<,       Dfp 

r?£Q  .  te  «+Q  3.  b-a  =  1  Qr  ^3{a-\-x  =b)     Df 
Hp-o  3     -1     b-aeq     -2     a+b-a=b      -3     (Q  |  Nj  §- 1-3 
•4     l-Oz^-O     .     l-e=(-) 

^^     12-0     q  =  Q  w  — Q  w  fO      S  =   «  quantité  »  *  Df 

':     13-16.     (Qo,q)|(No,n)§nP;î-6 

i     17.     a,/;£q  .3.       •()     b>a.=.b£a+Q,  Df 

•I--2  =  P3-7-8  -3     ^>a.=.  — &<— a 
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^     18.     u.rEClH'q.asq.'^. 

•0     «=  r^  .=.  «— Q  =  a—Q  Df 

•01  a=  l/«  .=.  a+Q  =  ^(+Q  Df 
•02  a=\'u.=:''3.u'>{a-\-Q):y£a—Q_  .3/-  a  ^«'^'.y+Q)       Dfp 

•03  a=\i/,.=:    »         _      »       4-          »  _          Dfp 

•04  +x  =  r/^  .— . /(— Q=q  Df 

•or;  — x--l^//.=.  ^^4-Qz=q  Df 

•00   -{-yi:=\'n  .:^:  i/isq  .^m.  a  ?<'^(//?+Q)  Dfp 

•07  —y^rzz\n.=:     »          »            »       —  >>  Dfp 
•1     '2LII  r^.  Vu  eq^icc  A/i  £  q^i—yo 

•Il  mi . ûiEq . i«3 '^^ — Qo  •!)•  1'" ^ Q •  1'"  ^ "' 

•12  *  >>         +  l/^£///4-Q, 

•2      «£q    ~).  a-\-yi  z=  X  4-rt  z=r  X  +  X  =  x  .  rt— x  =  (— x  )-|-a 

=:  —X  —X  =  —X  .  —X  <;rt<::;-f-x  .  — x  <;-(-x       Df 

•3     l'/i,  l'y  £q  Q.  r(w+z7)  =  Yii-\--]!v 

[  Hp  .  P-0  O.  l't<-Q=:it— Q  .  rt-_Qz=  t'-Q  1 

(1)  .  P8-6    .3    1  «4-l'i;-Q  =  i^+f—Q  .  PO   3.    P   ] 

•3  I      3^^  .  3'-  .3  V{u-^n  =  l'/^+rr  .  \( Il  ■{->■)  =  U(i-\r 

•")     /r3'  ■  a'<  -D-  !''■  ^  1''^  ^  V^  ^  V' 

T)      H~)r  .'^11  :.r£r  3^.   a//o(j'-)-Qj    3.   l'^/ —  l'r 

•7     i^,r£  Cls'Q,  Q:  l/^<+0  =0  .=.  \/i  =zl  .^.  !/•  =0 

^^19.  _     ^  -     ^ 

•0     rt,/;£q  .  a<<l)  .3 

a-b  =  qr^x3(a<C-r<l')  =  (^f+Q)  '>  (^>— Q)  Df 

a^b=    »      »^»^»  =(«4-Q)n(^_Q,,)  Df 

a^h=    >>      »^»<»  =  (,1+0^^)  r>  (^_Q)  Df 

a-^h—     »      »<»^,>   =:(ri+Q)  '^{h-Q,)  Df 

/-» ""  r;  =  a~  b  .  b'^  a  =  a  ^  b  .  a~^  (i  =  la  Df 

•1     ^==0-1  .  e=0^1  Dfp 

•2     a,b£q  .3  a^b  =  ((-\-e(b—a)  Dfp 

•3        »      .a-=b  3.  a-/>  =  rt+^(^;— a)  Dfp 

Ces  notations  indiquent  les  intervalles  avec  ou  sans  leurs  bornes. 
Elles  seront  adpptées  dans  §cont,  §D,  §S. 
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X     ^^     21.     aj),c£(^  .3 
•1  rtX?;£Q  .  ab=ba  .   a{hc)  =  {ab)c  —  abc  .   a[b-\-c)  =  ab-\-ac 

•2    QxQ=Q   .   exe=e   .    QQ=e 

^    22.    a,b,c,d£Çl  O: 

•1     a>Z>  .=.  ac >  bc  -^2  r;>&  .  r->r?  .'^.  ac^  bd 

•3     a>b.c>d  .3  a^+/>r/ >  r?r/+/;r 

^^    23-0     i«£  Cls'Q  .  aeQ  Q:  «=  Vu  .=.  é^rt  =  6^^^  Dfp 

•1     u,r8  Cls'Q  .  1';^,  Vv  £Q  .3  l'(^<xr)  =  l'^^xl'y 

[  (hVu^z^eu  .  OVr)  =  Oi-  O-  OA'u\Vr=Oiu:  O-  P   1 
•2     rt£Q  .3.  ^/Xx=rxxr/  =  xxx=x  Df 

•3     H,r  £  Cls'Q. 'SU  .^.r  .3  r(?/xn  =  l'/rxr'-  .  Ij^^Xi^)  =  l/^Xl/-• 
X  q     ^^     25-27  =  (Q„,  q)|(N«,  n)  §x  P5-7 
28-1     a,bEq  .  b'^a  .  reQ  3-  bc^ac 
29-0     r?£Q  3  «x(-x)=(-x)Xrt=:-x  Df 

•1      ?/£  Cls'q  .  'KU  .  ///£Q  3  l' {'">()  =  >''!''<  •  \('"^i)  =  '>'!/'- 

/    .^     30.     «,/;£Q  .3.         -0     /a  =  )qrx3{œxn=l)         Df 
•I     /a£q         -2     /(/«)=«  -3     /{ab)  =  {/a){/b) 

•4     &/«  =  '^X(/a)  Df 

•5    a=b  .=.  /rt  =  /&  .=.  a/b  =1 
•6    ir£Q .  dx  =b  .=.  ir=  b/a  ■'    /Q  =Q 

•8      lŒCls'QA'lCEq     .'Z).\(/>')=:/l'>i 

^^     -il.     (Q,q)l(R,r)§/PlT  37  40-42 

f"  ^^  41.     r/,teQ .  m,;/£N„  .3     ''^     ^t"'=  l[(X^Ol'"  ^f 

•01  a"r=l.a*=a  -i     «"'£Q  -2    a"'a"  =  a"'^"' 

•3  (ab)'"  :=  a"'b"'  'A     (a'")"' =  a'""' 

•i  cœQ.wEl^^  rj.  a'"  =  l'\l{K^ X3{x<_a)y"\  Dfp 

•3  'i£  Cls'Q  .  1^(  £Q  .  niE^,  .3.  r(/r)  =  {VuT 

>/^£N,  .3     Q"=Q    .     e"'=0    .     0'"=6) 
■12.     (Q  1  N,)  §^  P2-3  5-0  9  14  16 
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^    51.     rt£Q.  h,C£({  .3 

•3      ^ .'^.   Tir'^ Ex.  §v'ct  9-3 

^     52-0     cœQ.uiE^,  r).  rr" —/{a"')  Df 

rt,&£Q  .  ;/?,7?£n  .3     •]     rt/"fQ       -â-'l  =  P41-2--4 

•0       '"vj^/ r=  7  Qo  .T3(.'r'*^=«)      .      sl^/  =  'vj^'       .      ^^  f^//y/  =  *"^r^         Dt 

•1     ''>£Q      -2  ''^^(rt'")=^f      -3  '^a=a      -4  ''^^rt/;)=("',lrt)(;'*^/^) 

•8      "^>"^  =  ■'>"  •!)    '//^//<  =  2V'I   O-    ''"nI^"  =  >' 

I  ChUQUET   f.47:   «  autca~t  vanlt  R'-.6  comme  R'5.21G  ». 
»  f.48:   «  R6.1.3  qui  vault  conre  R^.RMS  ».  ; 

Le  signe  de  racine  a  eu  les  formes  R,  r,  s\.  Puisque  toute  racine  est  une 
puissance  fractionnaire  (P60),  nous  ne  considérons  pas  le  signe  y|  comme 
fondamental,  et  servant  à  classer  les  propositions. 

La  considération  des  exposants  négatifs  et  fractionnaires  est  attribuée  à 
Oresme  {a.  1323 '"'1382)  par  M.  Cantor,  t. 2,  p. 133.  On  la  rencontre  dans 
Girard  a.l629  fol.B2  :  «  multipliez  sj 5  par  rc4  viendra  f--î-|2000  » .  On  remar- 
quera ici  que  les  parenthèses  indiquent  l'élévation  à  puissance.  Voir  aussi  : 
Newton,  13  Junii  1676:  §lim  P23. 

^    54.     a,h,c,(lER  .~^\ 

I  EUCLIDES   X  P26  :   Méoov   iiéoov   ov^   v:^eQ^xel  Q)jtcô.  J 

■2     b  -£R' .  a+4)  —  c+sjr? . 3 .  riz=r  .  b=d 

•3     a/b-£n\a>b.r\>d  .,\a-\-slb=^r-\-^(J  .3.  a=r.b=(l 

î  -S-S   EUCLIDES  X  P42  : 
7/  £x   ôvo  ovojiidTCOV  y.arà  f'v  iiorov  o)jiinor  ()ininnTai  eiç  tÙ  ovinara.  \ 

'  i     a/b  -£  R' .  ^a—4)  =  .\c—^(l  .^.a—c.  b=(l 

\  EUCLIDES  X  P79:    Ti]  àTTOTOjLifï  fiîa  jiQOoag/io^ei  evOela    oijTrj 
ôi'i'âuei  fioyov  nvititeTooç  ovoa  rij  oh].  { 
-.^i         »  QV,Jr64->J/; -=  ^r— ^r?'  J  EuCLiDEs  x  PlU  : 

'H  àjioTOfiij   ovx  EOTtr  fj   avTfj   tij  ty.   àvo  orodÛTCor.  \ 

•0     a,i)£Q'.3    s\{a+b)<s\a+s\b    .    {a+b)/2^^ab) 
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•2     vJ(rt+&)>vj«+v|&-\!(^'V^) 

•3     a>b  O.  ia-b)y{Sb)  <  {a+bV2-4ab)  <  {a-b)y{8a) 

[  ia+b)l2-4ab)  =  {a-bfl[2{a+b+24ab,)]  ] 

•i    a'-b  £Q  O .  .^a+^b)  =  ^i  [a-\-4jt'-b)]/2 1  +  ^\  [a-4  a'-b)]/2  \ 

\  EucLiDES  X  P54-59,  91-96  | 

•D     Sa—bsQ  O- 
's^>a+{b+a)4^:8a-b)A21b)]\  +  '^[a-{b-\-a\l[(Sa-b)A21b)]z='^b 

•G    a—bsQ  .3- 
*>J![2a-?>-h2>J[«(r/-&)]]/4|  +  ^v|;[2rt-&-2>J[a(yr-&^]]|  =:4.Ja+^/;) 

•7     «£q  .  bsQ  .3 

'^[ft'+3rt&4-(3rt^+&)^?>]  +  '^[a'+3ab-{3a'+b)sp  =  2a 

•8     a:£Q-N,'  Q.  4^^-  [x-(E4r)^f/(2EvJrr+l)  £  ^/[4(2Evjr +l)j 
IDarbouXj  Sur  l'extraction  de  la  racine  carrée,  BD.  a.l887  p.l76j 

•9     »£X,  .  ;r£Q  O.  E('^4r)  =  7N0  '^  :^3[.^^.r<(J+l)"]  Dfp 

E(»  =  EnE;r) 

^^  56.  rt,?>,r£q  .3  -0  ^=  rt+^  .=.  .2'^=  a-\-b  .w.  .:r=  r/— ?;  Df 
•1  a'—bsCl,  .3  ^£q  .  â?'+2aJ7+&i=0.=.  a?z=— rt-h^(rt'— Z>) 
•  1 1  a^—b  £  — Q,  r^.  -a  q'^  £(73(  »  ) 

[  Hp  .3:  X-+2  ax+b  =  0  .  =  .  [x+a]  -  =  a'~b  O.  Ths  ] 

I  EucLiDES  VI  P28,  29  | 

}  Leonaedus  P1SANU8  a.l202  p.407  : 

«  (Si)  Yolueris  invenire  quantitatem  census  [x^] ,  qui  cum  datis  radicibiis 
[-!-2«.x]  equetur  niiiiiero  dato  [  =  — b  ] ,  sic  facias  :  accipe  quadratum  me- 
dietatis  radiciim  [cr],  et  adde  eiim  super  numerum  datum  [a- — 6];  et  eius, 
qiiod  provenerit,  radicem  accipe  [\\{a- — 6)];  de  qiia  numerum  medietatis 
radiciim  toile  [\J(«- — b) — a];  et  qiiod  remanserit  erit  radix  qiiositi  census». 

•2    a  -=0  .  b^—iac  £Qo  O* 

^£q  .  a.>^+bœ-\-c  =0  .=.  j:=  [-b±^{b'-4ac)]/(:2a) 

•21  b^—4ac  s —Q  .3-  -"^  qf> x3{a.ic^-{-ba)+c  =0) 
1  BRAmiAGOUPTA,  Vcrsioii  de  Rodet  p.  75  : 

«  Mets  le  nombre  connu  dans  le  côté  opposé  à  celui  où  sont...  l'inconnue 
et  son  carré.  Au  nombre  connu,  multiplié  par  quatre  fois  le  nombre  dos 
X-  ajoute  le  carré  du  coefficient  du  terme  moyen;  la  racine  de  ceci,  moins 
le  coefficient  du  terme  moyen,  étant  divisée  par  deux  fois  le  nombre  des 
carrés  est  la  valeur  de  ce  »| 
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•3  a,b£q  O.  a{a-h)  =W  .=.  h=  a(vj5-l )/2  .=. n=  h(.\h-\-\)/'2  .=. 
cûMa—hf  =  31/  .=.  h{n-\-h)=a'  .=.  a-b  =  n.i:]-]-^)/2 

]  EUCLIDES   XIII   Pl-6  { 
Ces  formules  correspondent  à  la  division  de  a  en   «  moyenne  et  extrême 
raison  »    «  axoov  xal  fiéaov  kôyov  » . 

^^     57.     a,b,œ,y£q  .^^ 

•1     x-\-i/  =z2a  .xy^^b  .=.  x-\-y  =  2(1 .  {x-^yf—^xy  =  4(rt^— ftj 
.=^.  »  {x-y)'  =  Ma'-b) 

.=:.  »  x—y  =  +2v]'«^— /;) 

.=r,  x=:a-\-s\{a^—b)  .  y=::a—y]{a^—b}  .«. 
x=a—      »         //^=«+       > 
j  DiOPHANTUS  I  F21,  30  I 

•2     x-\-y  =«  .  ic^+z/  =  b^  .=.  J7+.y  =«  .  x—y  =  +^2//— rt^) 

J  DiOPHANTUS   I   P28  \ 

•3     x'^-^y^  ^a  .  xy  =-b  .=.  x-\-y  ^^^^a-\-2h) .  x—y=+sj^a—2b) 
I  Bachet,  Commentaria  iii  Diophantum,  l,  33  qu.Tstio  I.  j 

•4     ^'+,'/  =:r; .  5?+//  ^&  .  =r.  ^4-y  =5  .  ?>b{x—yj^  =  4a— 8// 
ï  DiOPHANTUS   IV   PI  { 

•5     x''-\-y''  =a  .  x-\-y  =.b  .=.  x-{-y  =.b  .  2[xyf—ib'^xy-\-b''—n  =0 
•6     x^-{-y^  =a .  x-{-y  =b  .=.  x-\-y  =^b .  hbxyiJP—xy)  =  b^—a 

^     58- i     a,b,u,v  £Q  .  ?«-hy  =&  .  lu:  =  ia/^f  7^'. 

xE(l.x''^ax-\-b  .■=.  x^^^\uV\^^  [§>P2-liDP] 

|N.  Tartaglia  a.l546  p.l23: 

...     Quando  che'l  cubo  restasse  lui  solo  [.x' =  «x  +  6  ] 

Tu  osseruarai  quest'altri  contra tti. 
Del  numer  tarai  duc  tal  part'a  volo  [6  =  z<+jj] 

Clie  l'una  in  Paîtra  si  produca  schietto 

El  ter'/o  cubo  délie  cose  in  stolo.  \uv  =  («/S)^] 
Délie  quai  poi,  per  commun  precetto 

Torrai  11  lati  cubi  insieme  gionti 

Et  cotai  summa  sarà  il  tuo  concetto.  \x  =  ^■\u  +  "vj'-j 
...     Questi  trovai,  et  non  con  passi   tardi 

Nel  mille  cinquecent'e  quatro  e  tronta 

Con  fondamenti  ben  sald'e  g-a^-liardi 
Nella  città  dal  mar'intorno  centa.  1 
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xsq  .  ^v'+Sax+'2b  =0  .^.  œ=:  ^[-b+^{J/+a')\+'s\[-h-4b'  +  a')] 
•3     b'-\-a'  =0  .3.  q'^  x3{x'+3ax-{-2b  =0)  :=  <('^^)  w  ({-2  '^b) 
•4     ?>'+«' <0  O-  Num[q^d73(^'+3air4-2Z>=0)]  =3 
Continuation  §  sin  P10"l 
^    60-01     <ï£Q.  m£R  .3- 

•02  asi+Q.  »^£Q  O-  rt^'^=l'îrt^fR''^3(^<^^o]!       Df 

•03     Cl£^     . 1, Df 

•04  a~'"  =  /(«'")  Df 

a, V^Q  •  ^^^^^eq  O-  l^'^l  •  «NeQ  .  P41-2--4 

•7      rt<l   .3   »^>^«  .=•  «'"<«" 
^     61.  m,7i,œ,f/£Q_.  X  "=^'1/  .^. 
•1     ic"»//"  <  [Unx+nf/yOn+n)^^'' 
•2     (l+/mr  <  [l+/(«^+^^^]""'"  [  (1+/'»-  i)l(^,  .V)P-1  O.  P  ] 

•3      )n<n    .3.    (lV'»r<(l+Ar  [  (n-m)  |»P-2  O- p  ] 

•4    w<m:.3.  (i+.v?^)"'<(i+V''r 

[  {mix,  «/^)|(m,  »)P-3  DP]  [  P'^  ■  =^=1  O-  P-3  ] 

•o      >/?<!    .3.   (1+J?r<l  +  //^^^  [  (wcc,  l)|(cc,  ;()P-4  O- P  1 

•6      W>1    .3-   (l+^r>l+^"'^  [  {l,m,ntx)\{m,n,x)F-4.ZD-P  ] 

DemP-5     [  (1/m,  ??ja')|(7»,a;)P-6  O.  P-5  ] 
DemP-4     [  («//n,a;/n)|(m,a:)P-6  O.  P-4  ] 

•7  (i+/'>o"<(i+/"r+' 

[     [n-\-l,{m-\-l)l7n,njini-V]\(n,x,y)F-l.Z)-P     ]  Ex  :  §e 

Num  q    ^     70-1     NuraQ>NumN„ 

•2     ^<£  Cls'q  .  Numw  =  NumN^ .  a,b£  q  .  r?<&  .3-  ^  («"^  &)-^^ 

î  G.  Cantor  JfM.  a.l874  p.2r)8  ;  AM.  a.l883  p.308  \ 
•3     Num  Q  =  Num  q  =  Num  0  =  Num  (0-R) 

J  G.  Cantor  JfM.  a.l877  p.242  ;  AM.  a.l883  p.316  j 

V  77  !  C    (Q,q)  |  (R,  r)  §v  PI.  6.  20.  §77  PI.  2.  ô'I   10.  §! 

mod  ^    80.     a,bsq  .3 

•0  moda  =  ?  Qo^  X3{a^=^  -\-x  .w.  a—  — .x) 

'i  moda  £Qo  "2     mod('rt+&)  ^  moda+mod?) 

•3  mod(— a)  =:  moda  'i     mod(aX&)==  modrtXmod& 
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•5  a^=:0  .^.  mod/a  =/moda 

•6  wifN,  .^.  mod(r/^'")  =  (raodrt)"'  -7     mocla=:vJa* 

•8  ;H£Ni./'^^qFl-»i  O-  mod27^2mod/' 

•9 .3  mod/7/'=  nmodf 

sgn     ^     81.     (Q,q)I(R,r)§sg-nP-0--8 

max  min     ^     82.  (Q  |  R)  §max  P3-d--G 
if,^''£  Cls'Q  .3. 

•7     a  «  max«  ,3- iii^x?<=  r«<.         '71  Vueu  ."^.Vi' =  Ymixa 

•8     1'?^,  l'e^eQ  .3.  r(i^^^)  r=r  max(/r<(wd'?;) 

^     83.     ?i,i?£  CIs'q  .  a,b£q  r^. 

•0     maxw  =  7  ^*'>  X3{ysu  r^y.  y^x)  Df 

•01   mini^  = >x)  Df 

a  t  maxw  .  a  i  maxi^  r^.     '\     max(^<w?^)  =  max(f  max?/  w  i  maxr) 

•2     max(?^+i')  =  maxi^+ïïi^xv 

•H-'22     (min  I  max)  P-l-'2  -3     min(— /r)  =1  — max?/. 

•S     aeQ.&,<?£q  .3.  min[(a^^4-^^+^)l^  ^q]  = 
[{ax^-\-bx-^c)  \x]  [—h/{2a)  ]  =  {4ac-b')/i4a) 

6  Numi^  £Nj  .3-  's.tmaxn  .  a  tmin^f 

7  ?f£Cls'(qw<QOut  — 00)  .]3- P'O 

8  a  nnax?*  .3.  maxif  =  l'ii  :  a  «min?^  .3-  min?/  =  1/* 
81   ïiiEH  r^.  l'?«=max?t  :  l^w  £?*  .3-  l,w  =  min?^ 

9  l't^,  1'?;  £q  r^.  l'{uyv)  =  m^x{i\'a  w  il'v) 
91  l^tf,  l^??£q  .3)-  1,(?M')  =  min(d^Mud;r) 

E  ;5     84.     (q  I  r)  §E  §/? 
•1     xsQ  r^:  xsR  .=.  aNi'>  )i3[{/^)''x  £NJ       |  Euclides  X  P2: 
'£'àj'  ^yo  f.iEyedd5v  àvîoojv  âv&v(paigoi\uévov  âel  tov  êXâooovoç  àjib 
xov   juetCovoç   TÔ   xaraXeiJiouevov    /Djôéziore    yMiafieTof]   tq  .to6   êavrov, 
àov/jtfjLETQa  eozai  rà  iiieyÉ&)].  \ 

•2     ^£Q  .3:  ^£R+4R.=. 
a  ()n,7i)3[m,n£^^  :  ps>n+^,  .3^.  Ei/^Yx  =  E{/I^y"'x] 
\  EuLER  a.  1737  PetrC.  t.9  p.98  \ 
(//?)«  X  est  le  «  n-ième  quotient  complet  du  développement  de  x  en  fraction 
continue  »;  E(/|S)»  a;  est  le  7i-ième  quotient  incomplet. 

Les   Df  de  Log,  Med,  A,  cres,  qn   sont   composées   par   les  seuls  signes 
précédents, 
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§63     Log 

1^  q     a,b£Q~il  ..v,i/£Q.  iiisq  .'^. 
•0  "Log^  =:  ;  q'^  :.3(a\'-^  — ^)  Df 

•1    "Logo;  £q  '2     a\i^"Logx)  =œ 

•21  '»Log(af^m)  ^m  -22    «Logl  =0         -23  '*Loga=l 

•3    *Log(£P.y)  =  "Logr-H  "Log/y 
[    P-2  O.   «Log-(a;î/)  =    «Log[f?f^(  aLogx)  X  «K  «Logî/)] 
§Q  60-2  »         =z    aLog[<7[^(  iLoga;    +    "Logy)] 

P-21  »         ^    f^Logcc  -|-  "^ogy    ] 

•4   «Log/^  =  —  ""hogœ 
[  «Log/x  =:   ''Log/[a|^(  «Loga;)]    =:   aLog[ap^( —  «Logx)]  =:  —  «Log.x'  ] 

•5    "Log  ^'"  =  //i  X  '^LogiT 

[  aLog(a:r»'»)  =  aLog[(a|N  aLogcc)»»]  =    «Log[ar^;mX  «Loger)]  =  7?iX  «Logcc] 

•6  "Logé  X  *Loga  r=l    -7  '^Log^  =  "Loga;  X  ''Logft 
I  Neperus  a.  1614  p.20: 

«  Ex  his  praelibatis  judicent  eruditi  quantum  emoliimenti  adferent  illis 
logarithmi:  qtiandoqxiidem  per  eoriim  additionem  miiltiplicatio,  per  substrac- 
tionem  divisio,  per  bipartitionem  extractio  qiiadrata,  per  tripartitionem 
cubica^  et  per  alias  faciles  prostaphaereses  omnia  graviora  calculi  opéra 
evitantur.  »  | 

Note.  Soit  <7  une  raison;  Euclide  appelle  a^,a^...  la  raison  doublée,  triplée... 
ôinif.aaîœv,  XQiTiXaaloiv...  lôyog. 

Dans  a»* ,  n  est  l'exposant  de  la  raison,  lôyov  dni&fiôç;  d'où  le  mot  «  loga- 
rithmus»,  introduit  par  Neper.  Les  logarithmes  de  Neper  sont  liés  aux 
logarithmes  naturels  par  la  relation: 

log  nep  ûo  =  — lO'logflO-"'^), 

c'est-à-dire  il  n'a  pas  écrit  notre   virgule  décimale;  mais  les  chiffres   sont 
les  mêmes. 
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§64  Med  =  (moyen) 

<  1'  1,     ^     1.     u,t'£  Cls'q  .3 

•0     Medu  =  q^  X3  (1;^^  ^  ^  ^  !'?<)  Df 

Note.  Medî*  signifie  «nombre  moyen  {médius)  entre  les  m».  Le  signe 
«Med»  sous  la  forme  «M»  a  été  introduit  par  Cauchy  a. 1821  p.29  (Cfr, 
§Lm  1-0).  Dans  F^  on  a  considéré  deux  autres  classes  de  nombres  moyens, 
dont  nous  donnons  seulement  les  définitions  : 

•01  Med't^  =  q'^ X3  'A{y,z)3{y,Z£u  .  y^x^s)  Df 

•02  Med"u  = — <-<-  Df 

—  q^  0C3  (1^ u  <C  oc  <;  Vu)  Dfp 

Si  la  classe  w  contient  sont  maximum  et  son  minimum,  on  a 
Med'ii  =  Medw;       s'ils  manquent  tous  les  deux,  Med'w  =  Med  m. 

Parmi  ces  classes  de  nombres  moyens,  la  Meàu  est  la  plus  importante 
notamment  dans  l'intégration. 

On  dit  que  la  classe  w  est  convexe,  si  Medu=:u.  Voir  §q«  P4. 

•1  Medu  £  Cls'q  '2     Med  Medu  =  Med^^ 

•3  r  Med?.*  =  1'  ?f .  l^Med?*  =  \^u 

•4  v'^H  .3  Medr^Medi* 

•5  Med?/  =?« .  Medr  =>'  .3-  Med(?/'>?-)  =  u^v 

•6  a,b£q  .3-  'Slcd{{a<,^ib)  =  a'^b 

«  2. 

+     •!  >(£  Cls'q  .  asq  .'^.  ^lQd{a-\-u)  — a-\-'Medu 

—    ^2 .3  Med(— ?0  "  — Med?< 

X      '3  lis  Cls'q  .  a£q  3-  ^^^^  ^'^^  =  rtMed;* 

/     -4  i<£Cls'Q  3  Med/?f  — /Med?< 

•41  x,y£n.iJ,q£^  .3-  (A^+9.V)/(;^+^)  ^  ^J^Pd?<. 

f^       -.^  ?<£  Cls'Q  .  rf£q  .3.  Med(?/I^«)  =  (Med?;)[^a 

•6  rt£Q.«£  Cls'q  .3-  Med(ftf^/0  = ''K^Ied?<) 

î  -a-s-G  Cauchy  a.l821  p.365-367  * 

^    3.     ??£Ni.^£qfl-«  .«,?;£  Qfl-^i  3- 

2:     -i     [y{œ,i-it)]/n£Medx%l-n) 

•2  2^(axx,  V-n)  /  2^ia,  l-n)  £  Med  œ\l-)i) 
•3  2:{x,l-n)  /  2:{a,l-H)  £  Med  {x/(iy{l-/t) 
•A     2:{bxa:,  l-n)/2:{bxa,  l-n)  £  Med  {x/ay{V-n) 
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77    -5     '*^n{a,l"-7i)£Meda'{l-"ri) 

•6     n{a[^b,l-}i)  |^/^X&,1-H)  £  Med  a'{l-n) 

I  P-1--6  Cauchy  a.l821  p.29  S 
•7    ^[^(a^  l-n)/;z]eMeda^(l-/i)         |  Cauchy  a.l821  p.371  j 

Le  premier  membre  de  la  P-1  est  la  «  moyenne  arithmétique  des  valeurs 
de  a:  ».  Dans  la  P'2  ces  valeurs  ont  des  coefficients  a.  Dans  les  P-5'6  figure 
la  «  moyenne  géométrique  »,  et  dans  la  -7  la   «  moyenne  quadratique  ». 

Log    ^    4.     a£Q,-tl  .usCh'Q  .^.  Med  "Logi^  =  "Log  Med?* 

I  Cauchy  a.  1821  p.367  | 
Continuation  :  §A  P2-9  §cres  '92  §S  Pl'O  3-o  §q„  P5  33  42. 

§65     /  =  (classe  limite) 

—  mod  1,     ^     1.      u,v8  Cls'q  .^. 

•0     Xli  =  q^  X3[  1^  mod(?<— ^)  =0  ]  Df 

•01  œs  ht  .=:  x£Ç[  :  /^fiQ  ."^h .  a  iif^  y3{  mo(\.{y—x)<ih ]       [  =  p-o] 

P1"0  «Soit  u  une  classe  de  quantités.  Par  }.u  nous  désignons  la  classe  des 
nombres  x  tels  que  la  limite  inférieure  des  modules  des  différences  entre  x 
et  les  nombi-es  de  la  classe  u  soit  nulle.  La  P-01  exprime  la  même  Df,  où 
le  signe  1,  est  remplacé  par  sa  valeur.  La  classe  ku,  qu'on  peut  lire  «  les 
limites  dos  m  » ,  ou  «  la  classe  limite  dos  u  »  a  été  indiquée  dans  F1895  et 
dans  plusieurs  autres  travaux  par  Cu. 

'\       U~^  AU 

[  X£u  .3-  02  u—x  r^.  Os  mod(w— ce)  r^-  \,\\\oà.{u — x)  =0  .3-  -^^  ^^^  ] 
•2      X)m  =  ku 

[  {/.u  I  u)F-l  .3.  lu  Z)  llio  (1) 

X£  Xhc  .  hsQ  .  P'Ol  .3-  a  ^-u  r\  y3[  mod(î/ — x)  <  hj'2  ]  (2) 

Hp(2)  .  ys  Xii  .3.  a  wn  Z3[  mod(2;— î/)  <  /i/2  ]  (3) 

Hp(3)  .  ïnod{y—x)<hl'2  .  zsu  .  inod{z—y)  <  /</2  .3.  mod(z — xj  </^  (4) 
Hp(4)  .3-  a  "^  23[  mod(z— ce)  </i  ]  (5) 

xs  XXu  .  hsQ, .  (5)  E\hn{y,z)  .  (2). (3)  .3-  3  unz3[  mod(2 — x)  <.h  ]  (6) 
X£  Xku  .  (6)  Export  .3.  xs  Xu  (T) 

(1).(7)  .3-  P  ] 

•3     X{H^v)  =  {Xu)y{kv)  I  Distrib{V)  j 

[  Df  A        .3.  X{iiuv)  =  qo  cc3|  l,mod[(uwi;)— ce]  =0  | 
Distrib^',w)  .3.        >       =  qn  ces;  l,[mod(«— x)  u  mod(f— x)]  =0  | 
§Q  lH-7         .3.       »       =  qri  ccsj  l,mod(u— ce)  =0  .u.  1,  mod(i"— ce)  =0  t 
DU  .3.       »       =  Àw  u  Al'  ] 

•31  w^r  r^.  xii  3  ^^ 

[  Hp  .  §uP2-4  .3.  v=u^v  .  P-3  .3.  Xv  =  XuyjXv  .3.  Ths  ] 
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•32   ^W^-)  '^?M'>  Iv 

[  Uf>vZ)u  .  unv'Ov  .  P-31  O.  X{iif>v)  3  hi .  X{ur^)  D  ^v  .  Cmp  O.  P  ] 

•33  Xu  =u  .  Xv  =v  r^.  X{nf^v)  =  i^v 

[  Hp.  P-32  .  P-1  .  D.  ;.(MAi;)  3  ufyv  .  ur>v  3  ).{ur^v)  O.  Ths  ] 

•4     AR  =  Qo  .  Ar  =  q  .  XÛ  =  Xe=e 

•5     VNi  =  /N,w«0  .  ;VN,  +  /N,)  =  (N,4-/N.)wf0 

•6     a,l)£q  .  a<Cb  O-  Kci'~^  =  a'^b 

^     2.     z^,-y8  Cls'q  Q- 

+     -i     A^/+;c^?3A(w+'?;)  î  Distrib(A,+)  j 

[  §+P7-3  O:     fis  lu-{-?.v  .=.  a(6;c)3(6£At«  .  csXv  .  ô+c  =a} 

DfA         O:  ^         •=■       »       [1  m(w— &)=:0  .  l,m(i;— c)=0  .  &+c=rt  ] 

§Q  PlH-31  O:  >  O.       >>       [l,mod(M+u— 6— c)=0  .  &+c=a] 

O-  l,mod(M+u—rt)=0  .  Df  A  O.  as  ;/«+!;)    J 

•1 1     ?,/,r£  Cls'q  .  asq  .^.  /(«+?<)  =  a-{-Xu     '3 1     A(rti'/)  =  a  )m 
■  1 2     r  mod  u,  r  raod  '^  £  Q    ~^.  k{u-{-v)  =  lu-\-Xv 
—        -2      X{—ti)  =  — Aw 

luxh-  ^  l{uxv)    "4     0  -£  A?/.  .  l'modw  £Q  .^  X/u  =./Xu 
msl^,  ~^.  X{u'^)  =  {Xuf' 
Num?*  £No  r^.  Xu  =u 

Xh  £q  r^.  Xu  =  max  Aw     :     l^u  £q  .]3-  1,^'  =  ^^liii  -^^ 
l'w  =  00  .=.  r  Â«*  =:  oc     :     lu,  =  —  oc  .=.  1^  /?/  =  —  X 
Med   "J     /Med«  =  Med^f 

yl  =  (limite  généralisée) 
X    ^     3.     i<£  Cls'q  Q. 

•0    QO  £  yl?/.    .=.    Yu  =00     .    —X)  £  yIî^    .=.    1  ?<  =— X  Df 

•1  Au=  Xu  w  {i^)^Au,.)  y  {c  —  cc)'^iAu)  Df 

•2  Xu  =  q^Au 

•3     w,?;£  Cls'q  .3-  -^(w^^")  =  Au^A»  j  Distrib(/l,w)  j 

•31  ».  u~)r  .3.  Au^Av 

•4     a£q  .3-  -i(«+")  =  n-\-Au. 

Note.  La  classe  yl?/.  est  formée  de  la  classe  Xu,  et  de  1'  »  et  du  — x  , 
lorsqu'ils  sont  la  limite  supérieure,  oii  inférieure,  des  ti.  On  peut  lire  Ah 
par  «  limite  généralisée  des  u  » . 

Continuation  §(5,     §Lm,     §q„  PU,     §vct  PIO. 
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§66      ô  =  (dérivé) 

^  1.     ^*,?'£  Cls'q  .3-         '0     ou  =  qf^  x3[oc£  k{H  -  ix)]  Df 

•01  ôu  =  qr^xsW  mocl[(«-^^)— a.']  ==0|  Dfp 

•1  ô{u^v)  =  ô>'^<)r     \  Distrib(5,w)  |     -H    ^Q^  Q.  ôu'^ôv 

•2  ôôu'^ôu  -21   ^<  3;)  (5?^  .3  (5^r  =  (3^^^ 

Le  signe  ô">-  u  a  été  défini  par  §-|-  PlO-9. 

'i     Num«  s  infn  .  l'modw  fiQ  .3-  3  ^^' 

•41     ?/£  Cls'q  .  Numi<  £  infn  .  1'  mod?r  fQ  .3- 

r  q^x  3  |Num[w^(ir+Q)]  £  infnj  =  max  ou  . 

1^    »  »        —  y>       =  min  5?6 

•5     Num^/  £No  .3-  "3  ^" 
•6     -a  ^n  .  ÔY  =  ôq  =q  .  à  /Kl  =  <0  .  ^(/K,  +  /N,)  =  <0  w  /N^ 

•7     «£q  .3-  ô{a-\-u)^a-\-ôu 

•8     a(3^<  .  ôu'^u    ~^.  Num  Cls'q'>  K,^3(i/.  =  (5?6')  £  infn 

•9     Xu  =  u  ^  ou.  Dfp 

I  G.  Cantor  a.1871  MA.  t.5  p.l23  \     {Continuation  F1895  §5j 

G.  Cantor  a   indiqué   «  l'ensemble   dérivé  de  u  »    par  w' ;    la  notation 
Dic  de  F1895  est  ici  remplacée  par  ou. 

La  bibliographie  de  ces  sujets,  due  à  M.  Vivanti,  est  contenue  dans  F1895 
et  continuée  dans  BM.  a. 1900  p. 160. 

Plusieurs  noms    introduits    par    les    A.    s'expriment   facilement   sans   des 
symboles  nouveaux,  comme  suit: 

ou  3  u  .=.  u  =  /.u  .=.  «  l'ensemble  u  est  fermé  (abgeschlossen,  chiuso)» 
u'Z)ôu.:=.  «  l'ensemble  2t  est  condensé  en  soi  (insichdickt)  ». 
u=:\ôu.^.  «         »  est  parfait  (perfect)«. 

-•^uoôu  .=.«         »  est  isolé  (isolirt)  »■ 

^     2.     ?/£Cls'q  Q: 

•1     àu'^)i  .3.  Xumi«£  No  w  *  NumNo  w  «  Num  0 

!  G.  Cantor  MA.  a.l884  p.488  j 
•2     "SLU  .  àu  ^11    ~^.  Num//.  =  Num 6) 

î  G.  Cantor  j\IA.  a.  1884  p.485  j 
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•3     H  ^  ô/f  =/\  .^.  Xum^'  £  X(j  w  i  Xum  X^„ 

I  G.  Cantor  ma.  a.l882  p.51  ;  AM.  a.l883  a.373  } 
•A     Num  ôi(  =  X"um  N^  .^.  Numw  =  Num  N^ 

I  a.  Cantor  ]\IA.  a.l882  p.51  ;  A^I.  a.l883  p.374  } 
Continuation  :     §cont  PI     §D  PI     §q„  P14 


§  67     Tut  =  (intérieur) 

u,7-£  Cls'q  .3     '^     I^^^"  =  1/'  =  q-/(q-//)  Df 

Note.  Avec  le  symbole  I  on  peut  exprimer  simplement  plusieurs  autres 
classes  introduites  dans  F1889,  et  ensuite  par  plusieurs  A. 
Notamment  : 
lut?/,    ou    lu  =:  points  intérieurs  du  domaine  ii 

Eu  =  q-  ht  r=        >       extérieurs  » 

Lu  :=■  /.{q-u)rsku    :=  frontière  » 

•1      la^c       •:2      Il/?  =  [//  -3     I(w '^  r)  =  Iti'^It: 

•3i    «^r  .3- l'Ol"  '^-  l{u^v)'^Ta^Iv 

•33  l{Iii^Iv)  =  Iiojlv 

[  §;.  P1-1--33  o.  -i-ss  ] 

•i     }.u  =  q-liq^n)         Dfp  "5     le,  =1  )tmd(C[-(')         Dfp 


Continuation  :  §q/?  P15-1  §p  P3-2 
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TROISIEME   PARTIE 

FONCTIONS    ANALYTIQUES 
§70    const    cres     decr 

u  £  Cls'q  .  fe  qf«  r^. 

•0     fs  (qf//,)const  .=:  x,y£u  O-ry*  f-^  ^=  /Iv  ^^ 

/'€(qfi^)cres  .=:  œ,y£H  .  œ<^>/ .'^.,-.y.fx<yy  Df 

»      creSo  .==:                    *                    ^  »  Df 

,»      decr   .=:                    >                    >»  Df 

»      decTn  .=:                    '                    ^  »  Df 

Xote.  Les  P-0--4  donnent  une  forme  symbolique  aux  expressions  «  fonction 
constante»,  «  fonction  croissante  (crescens)  » ,  «  fonction  croissante  lorsqu'elle 
varie,  ou  fonction  jamais  décroissante»,  «  fonction  décroissante  » ,  et  «fonction 
jamais  croissante  » . 

i     (qf«)cres  3  (qf^<)creSo  "H     idem  £  (qfi/)cres 

•12  (qf?/)cres  ^D  (qf^Osim 
f,g£  iqf h) cres  .^.     "2     /"^-^  e  (qf^<)cTes  -3     — /"e  (qf?/)decr 

•4     rt£Q  .3-  ((/ £  (qf'OtTes 

•3     /;^£  (Qf/Ocres  .3     /'Xô' £  (Qf? Ocres     .     /f  £  {Qfi')decY 
(i     /£  (qf^/.)cres  .  g£[qf{f'u)]cres  r^.  gf  £  (qf//)cres 
7     /».£Q  .3  {x''")\x  £  (QfQ)cres 
71   a£  1+Q  r^.  <x'^|a;£(Qfq)cres 

iiiax     -8     f£  (qf^()creSo  .  a  t  maxw  .3  ^^^'^^  f^^'  =  /'Iïlax^^ 
•81 min^/. min minw 

I  1^      -U     /£  (qft<)creSo .  .'X'£?'.  Q.  lY'^^^  =  Xf[u'>{x-\-Q_,)] 
•9  1  .  .  1^      ,       1      ,      _. 

[     Hp      O.     ?i      =                  [«in(.r-Q^]o          L"'^(-«+Qo)]  (1) 

(l).§'l-5     O-  /■•«    =             /■'[         »       ]^    /■'[      »          1  (2) 

(2)  .  §q82-8  0-  l/'«=niax;d/'[         »       ]od'/''[       »          ]  (3) 

Hp  .  y£  w<x—Q:)  .  z£  Mr>(a:4-Qo)  O-  .V<2  -D-  /iy  ^/z  ^  l/Iwr^Ca'+Qû)]  (4) 

(4)  .  §q  18-11  O-  1/ '[«^(cc-Q)]  ^  ir'[«Ka^+Qo)]  (5) 
'3),(5)0.  Ths                ] 

Med     ^92  /'£(qfq)cres  .  ?«£  Cls'q  .3-  Med/''?^  = /"'Medw 

Continuation  :  §lim  1-5,  12-4,  186  §D  47  §S  1,  4, 11  0. 
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q  ^     ^     1.     ^eqfNoO- 

•0     Lm:c  =  a3[  me^f^  3«-  ^^^  ^  ^'('''^+No)  ]  Df  Lm 

Note.  «  Soit  X  une  suite  de  quantités.  Pour  définir  Lmcc,  qu'on  lira 
«  les  valeurs  limites  de  ce  »  ou  «  la  classe  limite  de  ce  »,  soit  m  un  entier; 
considérons  l'ensemble  ce' (?»-}- ^o)  des  valeurs  de  la  fonction  xn,  où  n  prend 
toutes  les  valeurs  entières  à  partir  de  ?«,  et  formons  la  limite  A  de  cette 
classe.  Si  une  quantité  a  appartient  toujours  à  cette  classe,  quel  que  soit  le 
nombre  entier  m,  elle  sera  tine  valeur  limite  de  la  suite  x.  » 

Cette  classe  limite  d'une  fonction  se  rencontre  dans  Cauchy  a. 1821  p. 30: 
si  l'on   suppose   que  la  variable  x  converge  vers  zéro,  on  aura 

1))  =M((-1,  +  1)), 

attendu  que  l'expression  lini    I  sin  —  j  j  admettra  une   infinité   de  valeurs 

comprises  entre  les  valeurs  extrêmes  —  1  et  -f-  1.  » 

Voir  §lim  16-11,  RdM.  a.l892  p. 77,  et  ma  publication:  Sur  la  définition 
de  la  limite  d'une  fonction,  AJ.  a.l894. 

•01     Lm;^  ^  M^'^o)        '02     me^^  .3  Lm^c  ^  A  a?'(7n+No) 

•\     «£q  .3-*- 

ae  Lma;  .=:  ms^^ .  hsQ  .3",'«-  3  ('^^+^^0)'^  n3[mod{œ ^^—a)  <</2j 

[  Hp  .  P-0  .Z).-.  as  Lmcc  .=:  msNo  -D'"-  «£  q<>  ^  cc'(w+No) 

§AP3-2.D.-.  »            »            »         «£  Ace'(m+No) 

§AP1-01  .Z)::  »     .  =  .-.m£No.3«:^£Q-D/«  •aa;'(m+No)ni/3[md(j/-a)<^] 

Import  .3.-.  »     .=  :   wsNo  .  hsQ    .3n,;i.        »        »        »        » 

§' Pl-3  .D--.  »         »         »         »         '>         a(m+No>>?i3[md(a:;„  -o)<Àl 

•2      -\-Cfj  £  hmo;  .=.   1'  i»'No  =  GO 
•3     — co  sLmx  .=.  1^0?%  =  — 30 

[  Hp  .  msNo  .  §'  Pl-2  .D.  cc'(m+No)  Z)  a^'N^  (1) 

Hp(l)  .  §Q  P18-5  .D.  1'cc'(to+No)  eq  (2) 

Hp  .  m,wfNo  .  m<«  .3.  rcc'(m+No)  ^  l'x'(«+No)  (3) 

Hp  .  y=  [l'ce'(m+No)]|m  .  (2)  .  (3)  -D-  ye  (qfNo)decro  (4) 

Hp(4)  .  m,7i£No  .  §A  P2-7     .Z).  y(m-^n)  s  X  cc'(în+«+No)  (5) 

.  §;.  Pl-31  .D.  ;.ce'(m+«+No^DAcc'(w+No)  (6) 

.  (5\(6)       .Z).  yim-^-n)  e  X  cc'(?n+No)  (7) 

»       .  7»êNo  •  (7)  -D-  y'(»i+No^  D  ;.cc'(m+No)  V^) 

»      .      »      .D.  2/mpl,cc'No  (9) 
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Hp(4)  .  a=  l,2/'No  .  (9)  .  §Q  P18-12  O-  asq  (10) 

Hp(lO)  .  wêNb  .  §decr  P-9  O.  a=l,î/'(«i+No)  (11) 

»      .  (11)  .  §;.  P2-7  O-  «£  /l  2/'(m+No)  (12) 

»      .  (12)  .  (8)  O-  ae  ^.>'-  a:'(?n+No)  (13) 

»      .  (13)  .  §;.  Pl-2  O.  a£;.cc'(m+Ne)  (14) 

»       .  (14)  Export  O:  meNo  Ow  •  «£  -'•  dî'(m+No)  (15) 

»       .  (15)  .  P-0  O-  «£  q<>Lmcc  (16) 

Hp  .  y=  Vx^{m-{-'^o)]\m  .  a=  l,?/"No  O-  «^  q'^Lmaî        ] 

•41  HpP-4  .3.  1;  \l'x\m+^,)\\m  %|  =  maxLma? 

•42  »  1'!  [1^     »         »         »  min     » 

•5  aLîîl^  [P-2-3-4  .3  P] 

•6  /(  q'^Lmx)  =  q'^  Lrajc 

^     2.     ir,y£  qfX„  .  asq  .  ,n£^,  .^: 
•0     Lm  ?(iaFNo)  =  «a 
•1     Lm(a+^)  =  a+Lm-î:? 
•2     -(—X)  £  hmœ  .  +»  £  Lni?/) .  -(+^  £  Lm^  .  — qc  s  Lmy)  .'^. 

Ijm{œ-\-y)  ^  Lm.r  +  Lmy 
•3     Lm^r  =  Lm[;:t7(;?i+r)  |  r] 

•■4     Lm( — ^)  =  — Lm.cc  o     ae  hmœ  .=,  0£  Lm(â7 — a) 

•G     «-=0  .^.  Lm(rtX^)  =  rtXLma; 
•7     -(0£  Lmj;  .X  £  Lm  mody) .  -(0£  Lm?/ .  x  £  Lm  mod^c)  .3- 

hmixxi/)  =  Lm^xLm^/ 
•8     œs  Qf  Ng  .  0,  oc  -£  Lmj;  .^.  Lm/j;  =  /  Lma7 
•9     Lm  ^"*  =  (Lmxf 
•91     Lm(— l)''|>i  =  /l  w^(— 1) 

^     3. 

•1     //?£Ni  .3-  Lm/^(?2/À??)|n  =  [0—(m— l)]/m 

•2     a£R  . 3 .  Lm  fiirm) | )2  =  [0-(dta  —1)]  'dta 

•3     rt£Q-R  .3.  Lm/?(an)|n  =  0  -31     Lm/9^=6) 

•4     Lm  [n-(Ev|)if]In  =  No^tx      .     Lm  [;^-(Evj;OV\l^^  b^  =  2<9 

^     4.     «£  Cls'q  .  X£  au  .  f£  qïa  .3         '0     ljm{f,u,x)  = 

as  !  /?  £Q  .  I)  A .  r«£  Af\  (  dw^)  «  ?A9  \moà{y—x)  <Ji\  ]  j  Df 

•1     «£q  O-'-  «£  Lm(/)^<,ir)  .=: 

/^,Â£Q  .3»,*-  3  ^^'^^  '^  y^^[  mod(  </— ic)  <CJi  .  mod(/>/— «)  <;^  ] 
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■i      cc£'Lm(f,n,x)  .=: 

h,k£Q  .'^h,k.  a  UMX^  y3[  mod{y—x)  <CJi .  mod/y  >'A-  ] 
•3     X  £  lj\-ïi(f,u,x)  .=: 

hsQ  ."^h .  1'  mod  f  '{i-i^ix)  ^^ y3[mod{y—œ)  <Ch]  =  oo 

Soit  u  une  classe  de  quantités,  x  un  point  de  la  classe  dérivée  de  u. 
Soit  f  une  quantité  fonction  des  u.  Par  L,m(f,u,x),  qu'on  peut  lire  "  les 
valeurs  limites  de  la,  fonction  f,  lorsque  la  variable,  en  variant  dans 
la  classe  u,  tend  vers  x  »,  nous  indiquons  toute  quantité  a,  finie  ou 
infinie,  telle  que,  étant  donnée  une  quantité  positive  (aussi  petite  qu'on 
veut)  h,  a  est  toujours  une  limite  gjénéralisée  (A)  de  l'ensemble  des  valeurs 
de  fy,  lorsque  la  variable  y  prend  dans  la  classe  u  toutes  les  valeurs  diffé- 
rentes de  X,  et  dont  la  différence  à  x  est  en  valeur  absolue  plus  petite  que  h. 

Les  P'I  et  -2  sont  des  transformations  de  la  définition  précédente,  où 
l'on  remplace  le  signe  A  par  sa  valeur. 

La  notation  actuelle  ]\ïa(f,u,x)  remplace  la  notation  adoptée  dans  F1895 
lim  %,u,xfs,  qui  contient  la  lettre  apparente  z.  Dans  la  notation  com- 
mune lims=^. A-,  il  faut  indiquer  par  le  langage  ordinaire  l'ensemble 
dans  lequel  varie  la  variable  ^. 

•4     a  lAl\{fM,x)  -o     l^m{f,u,x)  3  ^1/"'^ 

•6     v£  Cls'it .  œ£  ôv  .3  Lml/jr^a?)  ^  'Lm(f,u,œ) 
•7     v,iv£  Cls'if .  œ£  ôv  f>  ôiv  .3- 

Lm(/j  v^jw,  x)  =  'Lm{f,v,œ)  u  hm{f,io,x) 

^    5.     u£  Cls'q  .  l'modw  eQ  .  f£  qfit  ."^i 
•1     a£  ôfu  .3-  a  ^^'-  '^  ^3|  a£  Lm{f,u,x)  ] 
•2      00=  l'modfu  3.  a  ôic  <^  X3\  ce  £  'Lm{f,u,x)  ] 

^     6.     ii£  Cls'q  .  rmodii=co  .  /e  qfw  .3- 

•1     Lm{f,  u,  00)  =  a3\  /i£.Q  .^^h .  a£  A  f'[  m  2/3{mody  >/')]  |   Df 
•2     fs  qfNo  O-  Lm/-  =  Lm(/;  No,  o)  )  Dfp 

Nous  définissons  ici  L,m(f,u,xi)  «  les  valeurs  limites  de  la  fonction  f, 
lorsque  la  variable,  en  variant  dans  la  classe  u,  tend  à  1'  »  ».  On  suppose 
que  la  variable  puisse  tendre  vers  l'oo  ;  c'est-à-dire  que  1'  modw  ^  00. 

Si  la  classe  u  se  réduit  h  la  classe  des  nombres  naturels  N^,  la  fonction  f 
s'appelle  une  suite,  et  la  Lm  (f,  Nq,  »  )  que  nous  venons  de  définir  est  ce 
qu'on  a  indiqué  dans  PI  par  Lm  f. 

Continuation  :  §lim  l'O  15- j   §q,/  21-25  §vct  20. 
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+  ~  niod    X  q  Lm     lim 

^     1.     ^£qfN„  Q.     -0     lim.r=i;Lm^  Dflim 

•1     asq  .3''- 

a=  limiT  .=:  hsQ  r^j, .  a  N,^'^  //i3[nE  //i+N,  ,^,^.  mod[x,^—a)<C.fi\ 

-\-  Qo=lira.r  .=: .  ^,^>»  h  ] 

—oc .  x^^<C,—}i  ]      Dfp 

Note.  Soit  ce  une  suite  de  nombres.  Par  limx  «la  limite  des  .c>>  nous  in- 
diquons le  nombre  fini  ou  infini  qui  constitue  la  classe  Lnia;.  L'expression 
lima;  aura  donc  une  signification  lorsque  les  conditions  de  §;  P'O  seront  satis- 
faites, c'est-à-dire  lorsque  la  classe  Lmcc  contiendra  un  seul  nombre,  fini  ou 
infini.  La  P'I  donne  la  même  Df,  où  on  a  remplacé  le  signe  Lm  par  sa  valeur. 

La  notation  commune  est       \iV[l-f^—.^X^  j  ici  la  lettre  n  est  apparente. 

Pour  les  fonctions  croissantes  les  idées  lim  et  1'  sont  réductibles  entre 
elles,  par  la  P'5.  L'expression  de  Wallis,  a. 1655  1. 1  p. 383,  où  il  remarque 
qu'une  quantité  variable  «  continue  propius  accedere  »  à  une  fixe  «  ita  ut 
diflferentia  tandem  évadât  quavis  assignata  minor  ;  adeoque  in  iufinitum 
continuata  evanoscet  »  convient  à  ce  cas  particulier. 

Dans  Cauchy  les  idées  Lm  et  lim  sont  encore  confondues.  L'idée  Lm  a 
été  abandonnée  jusqu'à  nos  jours.  La  Df  de  lim  encore  insuffisante  dans 
la  1-ère  éd.  de  Duhamel,  Couru  d'Analyse  a. 1847  p. 6,  est  complète  dans 
la  2-ième  éd.  Éléments  de  Calcul  infinitésimal  a. 1860  p. 9  :  "  lorsqu'une  gran- 
deur prend  successivement  des  valeurs  qui  se  rapprochent  de  plus  en  plus  de 
celle  d'une  grandeur  constante,  de  telle  sorte  que  la  différence  avec  cette 
dernière  puisse  devenir  et  reste)'  moindre  que  toute  grandeur  désignée,  soit 
que  la  variable  soit  toujours  au-dessus,  ou  toujours  au-dessous,  ou  tantôt 
au-dessous  et  tantôt  au-dessus  de  la  constante,  on  dit  que  la  première 
apjyroche  indéfiniment  de  la  seconde,  et  que  celle-ci  en  est  la  limite  ". 

Les  mots  suivants  : 

"  Ainsi  nous  appelons  limite  d'une  variable  une  quantité  constante  dont 
la  variable  approche  indéfiniment  sans  jamais  l'atteindre  " 
et  qui  en  restreignent  la  valeur,  ont  disparu  dans  la  4-ième  éd.  a. 1886  p. 12. 

•2  lim^  £  q  w /(+^  )  w'(— ce)  .]3-  hmx  =  i  limx 
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•3  limiT  sq  .=:  hsQ  ."^h .  aNp'^  m3[  neN^  .3«  •  mod{xm—Xm-\-n)<h  ] 

j  BOLZANO  a.  181 7  p.35:  «Wenn  eine  Reihe  von  Grossen 
F^x,  F^'x,...  Fnx,...  Fn+rx... 
von  der  Beschaffenheit  ist,  dass  der  Unterschied  zwischen  ihren  ntcn  Gliede 
F'"^xxind  jedcm  spllteren  i^w+^'x,  sey  dièses  von  jenem  auch  noch  so  weit 
entfernt,  kleiner  als  jede  gegebene  Grosse  verbleibt,  wenn  man  n  gross 
genug  angenommen  hat:  so  giebt  es  jedesinahl  eine  gewisse  bestàmlîge  Grosse 
und  zwar  nur  ei?ie,  der  sich  die  Glieder  dieser  Reihe  immer  mehr  nahern  ...  »| 

•4  limoîfq  .=::h£Q ."^h .a Nq'^ m3[p,q£ w^+^ o ^P,'!- niod(^;j  —Xq )<li\ 

Les  P-3"4  sont  deux  formes  du  «  principe  général  de  convergence  »,  ainsi 
nommé  par  Du  Bois-Reymond.  Il  a  eu  grande  importance  dans  plusieurs 
traités  d'Analyse;  mais  on  peut  le  remplacer  partout  par  §q  18-1.  Voir  mes 
Lezioni  a.  1893. 

L'énoncé  symbolique  présente  les  lettres  h,  m,  n  dans  l'ordre  écrit.  Si 
on  les  permute,  on  a  des  propositions  fausses.  L'énoncé  de  C  auch  y  n'est 
pas  clair  ;  on  peut  lire  les  lettres  dans  l'ordre  n,  m,  /^  ;  et  a  donné  lieu  à  des 
discussions  entre  Catalan,  Mansion,...  Voir  aussi  Encyclopédie  1. 1  p. 79. 

•5     /£  (qf  N„)cres„  .3.  \imf=Yf'^,  .  lim/"£  qw /(+ oc) 

•6 decr„ 1/%  . i{—  oc) 

•7     asq  .3-  lim?(mFNo)^a 

^     2.     u£  Clsq  .  x£  ou  .  f£  qf^^  r^:: 

•0     lim{f,u,x)  =  1  ljm{f,u,x)  Df 

'\     a£q  r^.\  a=  \\m{f,u,x)  .=: 
teQ  ."^k.  :ï  Q'^  h3[y£  hhx  .  modi{ii—x)<ih  .3.'/  •  inod(///— r^)<;/.'l 

•2     GO  =  \\m\f,u,x)  .=:  ÂeQ  ."^k . 

a  Q'^  h3[  y£  u-lx  .  mo&iy—x)  <ih  .~^y .  modfi/ >»A"] 

•3     \u-nif,u,x)  £q  .=:  k£Q  ."^k.  3.Q!^Ji3[y,Z£  ii-ix  . 

mod{y—x)  </i .  mo(:\{z—x)  <Cîi  .'^i/,z.  mod{fy—fz)  <^  ] 

'A    a  i  \im{f,ii,x) .  v£  Cls'ij  .  x£  àv  .3-  lim(/",^'r^)  =  \\m{f,u,x) 

La  P-0  donne  la  Df  de  lim(/",ï<,cc)  qu'on  peut  lire  "  la  limite  de  la 
fonction  /",  lorsque  la  variable,  en  variant  dans  la  classe  »,  tend  vers  ,r, 
qui  est  une  valeur  appartenant  k  la  classe  dérivée  de  u  ". 

^     3.     ^«£  Cls'q  .  1' mod?«  ^  00  .f£qïu  .3- 

lim(/;?i,cc)  =  1  \A\\{f,u,oo)  Df 
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-|-     ^     4-1     asq  .'^.  lim  {a-\-)i)\7i  =co 

•2     x,y£  qfN(, .  lim^,  lii^^Z/  £q  O-  lin^C^+^z)  =  lima;+limy 
»         .  linw'  =  00  .  — X  -£  Lm?/  .3-  lim(rr+î/)  =  oo 

I  Distrib(lim,  +)  | 
—     ^     5'1     r?fq  r^).  lim  {a— )i)\)i  = —(^ 

•2     .re  qfNg  .  lim.r  £q  .3.  lim— j;  =:  — lim^      }  Comm(lim,— )  j 

»  »  r=30  »  —  oc 

X     ^     6-1     asQ  O-  lii^^  (<^n?)I;?  =:xd 
•2     x,y£  qfNo  .  lim.r,  limy  sq  .^.  lim(^x,v)  =  lim^Xlimy 
»  lim^  =:ao  .  0  -£  Lm?/  .[3-  lin^  ■'^2/  ='^ 

I  Distrib(lim,  x)  | 
/     ^     7-1     lim  (/>0 1/^=0 

•2     a:-£  (q-tO)fN(, .  limj?  £  qwO  .3-  lim/j7  =  /lim.^ 

»  »  =0  »  »  X; 

»         »  X        »         »  0      I  Comm(lim,  /)  j 

•3     a,b,c,d£q  .  c~£  — r?No  .3-  lii^^  (««+?^)/('?«+<^0  h^  =  a/c 
\  Jac.  Bernoulli  a.  1689  Opéra,  p.382  | 
•4     œ£  qfNo .  Iim(a7^^^i— ^^J  |  n  g  qu  f  »  w  «(—  oo)  .^. 

lim{x y n)\n=  \im{x ^^^^— xj  \n         |  Cauchy  a.l821  p.63  j 
1^    ^    8-1     a£q  .^.  lim  {)f)\n=^  .  lim  {)r")\)i=0 
•2     a£l+Q  O-  lim(OI«  =^ 

[    neNi  .3  a'^>l+w(a— 1)  :  Lm' [l+??(a— 1)]|«  =  :c  :  ZD  P     ] 
•2i   «£9  .3.  lim(a'')|;?  =0 

•3  x£  qfNo .  lima;  £q  .  m£^^  .^.  lim(^*")  =  (lima;)'" 
•31  x£  Qf  N,)  .  lim.9;  £Q  .  m£q  .'^.  lim(.i;"')  =  (lima;)"' 
•4     Hp-31  .  ?/£  qfNo  .  limij  £q  .3-  liiii  -^hz/  =  (lima*)[\lim?/) 

I  Distrib(lim,  f^)  { 
•41     a£Q  .3  lim**vja|»  =  1 
•5     a£d  .3  lim(al^)''l  |n  £  Q 

=  7  Q  '^  x3{a'':=  x) 

I  EiSENSTEiN  JOI.  a.  1844  t.28  p.49  | 
•6     a;£QfNo .  lira  (a;^^,/a;^J[n£QoU^x    .3- 

lim  ("4^n)|;i  =  lim(a;„^ya;^J|;i        j  Cauchy  a.l821  p.63  | 
•7     a,b£Q  .3  lim  [Cs\a-\-"4j)/'2Y\n  =  ^{ab) 
•8     a£l4-Q  O-  lim  (a'y 0  I ^^  =^ 

j  Jac.  Bernoulli  a.l689  p.383  | 
•81 .  //i£N,  .3-  lim  (a'y^i"')In=x 
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•9     asQ  .  ns'N,  Q.  \\m\[''s\(a-\-.T)  l.i'i''  0;lr  =  i^r^xaix^'—x—a)  =0 
I  JoH.  Beknoulli  t.4  p.l3: 

«  univcrsaliter   "^(<x-^"'^(a4-"vj(''?+''v|(«  <^"'".))))   pro  aequatione 
habebitur  x^ — X — a  =  0   »    { 

^  9-1  t<£  qfN^  .  lim /<  £q  O-  ^^m\:i{H,l-)i)'n]\n  =\[mu  [=P7-4] 
•2     neNj .  z*£  qf(l-n,No)  Q. 

Lm  ^[?.«(r,s)  |r,l-n]  |s  ^  Il[Lm  ^^(r,.s)  |.s]  [r,  1-;?J 
•3     Hp-2  :  r£  l"-n  .'^,.  lim  u{r,H)  \s  eq  :^. 

lim  l[H(;r,s)  |r,  1-n]  |.s  =  i;[lim  ?Kr,.s)  |n]  |/',  1-nJ 

!  Comm(i,  lim)  ! 

V     ^     10.     ^^r£  qf  N„  O: 

•0     v(,,,N„)  =  Mo+^«i+...  =  lim  [  v(?f,  0->z)]  1^1  Df 

P-0     Soit  u  une  suite  de  q  ;  c'est-à-dire  soient  Uq  ii^  »j  ...  des  quantités. 

2'(m,No),    qu'on   écrit    aussi    t*o+Mi+---,    lorsque   la    loi   de    formation   est 

suffisamment  claire,  et    qu'on  peut  lire  «  la  somme  de  la  série  u  »,  est  la 

limite  de  JT  «,  0"«)  pour  n  infini. 
2'(«,No)  sq     .=.     «  la  série  u  est  convergente  (advergens  de  Leibniz)  » 
2'(mod«,  Nq)  sQ     .=.     «la  série  est  absolument  convergente». 
Selon ^ plusieurs  A.  une  série  est  dite    «  divergente  »,    si   elle    n'est  pas 

convergente  ;  selon    d'autres,    si    2'(/f,No)  =  x  ,  ou   2'(îi,No)  zr  +  »  ,    ou  si 

■X)  £'LmI{u,\---n)\n\    alors   une    série    ni    convergente    ni    divergente   est 

dite   <'  indéterminée  ». 

•1      v(?^,No)£q  .3  lim^<=0  !  Cauchy  a.  1821  p.ll6  j 

[  Hp  .  «fXi  rj.  Un  =  ^{u,  0---n)  —  S{u,  0"-(n— 1))  (1) 

Hp  .  (1)  .  D  .  lim»  =  2{u,-^o)  -  ^'(«.No)  =0  ] 

î  Cauchy  a.l821  p.l32  j 

[     PIO-O  .-Z).  I{u-^v,  Ng)  ==  lim  Iii-^}\  O"-/?  >  \n 
%S  Pl-41  =  lim  [^{u,  Qf-n)  +  2'(y,  0---?i)]  \n 

§2"  Pl-4  =  lim[2'(^<,  0--n)  \n-\-S{v,  0-"«)  |7i] 

P4-2  =  lira  Z{ii,  a—n)  |n-f  lim  S[y,  0—n)  \n 

PlO-0  =  -r(w,No)  +  2'(r,No)  ] 

•4     w£N, .  W£qf(l"*w  iNo)  O- 

l\l[u{r,s)\r,  l-m]\s,  N„!  =  l\l[i({r,s)\s,  NJ];-,  l'-m\ 
•3     7Œ  QfNo  .3  -Si^,  No)  eQyLcc 

[  Hp  .D.  2'(M,0--n)lne(QfNo)cres.Pl-5  .3  Ths  ] 
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•6     H,rs  QfN,  :  nsN,  0„.  n,,<r,^  :  v(r,N,)  eQ  Q.  v(,,,n„)  gQ 

l\l[ic{m,n)\n,  ^,;]\m,  N„|  =  l\l[^({>,i,n)\m,  No]  jn,  N,,! 

^     11. 

•  I     ke  Cls'N„  .  Num  k  s  inl'n  .'^. 

v(/;  ^)  =  V [/-(min,./?) | r,  NJ  Df 

•2     /.;£  Cls  .  a  (Af Noircp  . /£  qf^  3 

v(/;/;)  =  ;  x5[  lis  {kf  No)rcp  .  3^ .  X=  l{fir,  Nq)  ]  Df 

•21  ke  Cls  .  a  (/efNo)rcp  .  fs  qîk  Q.  :i(f,Ji)  s  Q  ^  « x) 

•3  /;£  Cls'q  .3.   v/^  =  v,iclem,  /e)  '  Df 

•31     /^eCls'Q  .  's.k  .3 

v/^^  1'  -153  a  (m;w)3[  weN^ .  ^^s  (/vf  1— y/^sim  .  x=z^[u,l-'in)  ]     Dfp 

•32  /ceCls'Q  3.  ^ksQ.^iyo 

•4  ?^£(QfNJsim  3.  I(/^No)  =  v(?('N,) 

•o  /;£  Cls'Q  .  Num^  £  infii  .  :ik  sQ  3-  Num/c  =  NumN^ 

•6  h,ke  Cls'Q  .  -a(^A'.)  3.  i{hji)  —  ih+:ik 

■1.  Dfde  2-(/,A-s  si  A:£  Cls'q.  Ex.  pour  k=  Nj,  Np,  2Nu+l:  P17  31-5  §.t  37. 

•2.  k  est  ici  une  Cls  dénombrable.  Ex.  P19-1  26-2  §q«  25-1. 

•3.  Df  de  la  somme  des  nombres  d'une  classe.  Ex.:  l'4*l'2  16-7. 

Dans  le  cas  de  quantités  positives  on  peut  prendre  par  Df  la  -31. 

Les  P-4-5  relient  les  idées  «  somme  d'une  série  »  et  «  somme  d'une cla.sse  ». 
P-5  :    «Soit  k  une  classe  de  quantités  positives,  en  nombre  infini,  et    dont 
la  somme  soit  finie;  alors  la  classe  k  est  dénombrable. 
Les  Df  10-0  11-1'2  se  superposent  dans  quelques  cas. 

-  1     ¥^     1-2. 

•1     zd£  qf N„  .  linv<  =0  .^.  ''„  =  (^'0— '^)+('^— "2^+- 

\  MacLaurin  a.  1742  p.293  | 

f     Hp  .3.   ((,,  =  iiui(î/.o— «<H  '|«  =:  lini2'[(ii)- — Ur+i)\r,  0-"(n—l)]\n    ] 

•2 .  lim^f  =x    .3  (^'1— ?^o)+("2— ^^i)+--  =^ 

•3     'lE  qf  N,  .  l{/t,^,)  £q  .3.  l{—u,  N^)  =  —l{u,'N,) 

•■4     ^^.£  (QfNo)decr  .  lim?^  =0  .3  ih—u^+i(,—u^-{- ...  aOn^., 

-A .3  1[(-1)"«„  \n,  N„]  £  On, 

I  Leibniz  a.l713  MathS.  t.3  p.987: 

«  quandocunque  séries  constat  ex  membris  altcrnatim  positivis  et  privativis 
et   membra  ipsa,  decrescunt  in   infinitum,    séries   est    advergens»! 
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X   ^     -^^     13. 

•1     >iE  qfNo  .  «£q  .  K'^NJ  eq  Q.  :ilmi,  N„)  =  aiiu,^^) 

[  Hp  O-  2[au,'^(j^  =  lim  2'((7e/,  U---;?j  \n  =  liiii  «-TiM,  0---«)  \n  = 
a  lim  2''(m,  0---«)  |/i  =  rt2'(<<,No)  ] 

•2     ne  QfNo .  :^(?*,No)  «Q  •  ^^£  QfNo .  tv%,  eQ  Q.  v(rx/',  NJ  £Q 

[  Hp  .3  2•(^;X^*,No)^(l't;'N„)2•(«,No)  O-  Tlis  ] 

•3    /.•  sCls'Q  .  asQ  -3  l'ili  =  a^k 

•i     ^<£  QfNo  .  :£(m,No)  £Q  O-  0£  l^m{nit^  \ii} 

•41  ^<£  qfNo  .  Lm  '^{u,  0—n)  \n  ^q  .  ae  (QfNo)decr  .  lima  ^  )  .3- 

:^(«7<,No)£q  î  Abel  t.l  p.222  { 

•5     u,r8  QfNo  .  v(^^,No),  v(f,No)  £Q  Q. 

:îU(^^.^.-.J"^;  0->0  I^^,  NoÎ  =  v(w,No)  X  i(?;,No) 

•5      U,VE  QfNo  .  t^o+^«i+-  ?  ^o+?'i+-  £Q  O- 

Woro+("o^\+Wiyo)4-(«ôt^2+«A+"2%)+..- =  (Wo+«i+.--)('"o+''i+---) 
I  Cauchy  a.l821  p.l27  i 

[  />s^\  O-  2[u,Q---Y.'p12)]  X  2'[y,0---E(p/2'i]  <  Z[S{umi-n-m'  m.O---u\ii. 
Q-p]  <  J'(>A,0-p)  X  i:{v,0-p)  O.  P  ] 

•G     rt£  (QfNo)  decro .  I(a,No)  =»  .  ?i£N^ .  liE  0-{n—l)  .3 
v(rt,  9iXN„+70=co 

/  V     ^e     14-1     v/N,  =30       I  Leibniz  a.l673  MathS.  t.l  p.49  ; 
•2     a,6£Q  .3  :^  /(rt+No^>)  =  ce 

•3    1=  /(1.2)  VC^.'-î)+/('î-4)4-  ....  [  P12-1  .  Un  =  /,«+!  '   -Z).  P  ] 

S  Brouxcker  a.l668  LondoiiT.  t.3  p.645  { 

■i  rt£q-(_NJ  .3.  /(ri+l):=/,(rt+l)(rt-f-2)I+/[(^/-}-2)(r; -[-•')]  +  ••. 
\  Stirling  a. 1730  p.23  |  Continuation:  P21-0 

•5  m£N,  .3.  {l+/'2+  ...  +/iu)/m  =:/[l(,;,-f-l)]+/[2(//^+2)]+  ... 

}  MacLaukin  a.l742  p.295  | 

•  6  a£q-(-No)  .  //^£N,  .3  \/,(+/{a+l)+  ...  -\-/{a+n>-l)]/m  = 

/[a{a-\-m)]+/[{a+l){a+nt-\-{)]-\-  ...      î  MacLaurin  a. 1742  p.298  | 

^     15.    u,vs  QfNo  .3. 

•1     \'iu/v  'No)  £Q .  v(r,No)  £Q  .3.  v(,,,No)  £Q  [  =  i>i3-2  ] 

•2     îisd  .  wifiNj  :  us  >H+No  .3„-  '^,n/^^^  <^'  O-  ^l'^No)  £Q 

[    Hp-.  rsXj    O-    lCn+r<llnhr  (1) 

Hp  .  (1)   o.   2iUn  +  r\r,  N^X  t/n  /  (l-/î)   -D-    P   ] 
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•21  maxLm(i<,,^i/^J>i)<l  .3  l{ic,'N,)  sQ 

•22  lim  {it_^^yicj\n  s  d^iO  O-  :^(^<A)  eQ 

•23 £  1+Q =  o 

\  Cauchy  a.  1821  p.  123: 

">»  +  t 
«Si  pour  des  Vcileiirs  croissantes  de  n,  le  rapport  converge  vers  une 

limite  fixe  A:,  la  série  sera  convergente  toutes  les   fois  que  l'on  aura  /v<l, 
et  divergente  toutes  les  fois  que  l'on  aura  A;>1.»| 

I  Abel  a.ia28  t.l  p.400  \ 
•4     u,rE  Qf No  :  rs^.  Or-  «,.+i/'^. <  ^-.i/^v  :  H'^^J  £Q  O- 

[  Hp  O-  (jtr  I  vr  )\rs  (QfNoidecr  3.  l'(i«/y'No)  =  «o/^'o  •  P' 1   O-  Ths  ] 

r  :^     ^     16.     2/£  Qf  No  O: 
•1     max  Lm"vjM,Jn<l  .3.  l{u,'N,-,)  sq 
•11 >1  .33. =cc 

[  Hp  .  JHcXi  o.  3  I  »i+No)  n  ns'iin  >1  O.  lim?^  -:=0  O.  P  ] 

i  Cauchy  a.l821  p.l21: 

«  Cherchez  la  limite  oii  les  limites  vers  lesquelles   converge,  tandis   que 

1 
n  croît  indétiniment,  l'expression  («',1)",  et  désignez  par  A:  la  plus  grande 
de  ces  limites,  ou,  en  d'autres   termes,  la  limite  des  plus  grandes  valeurs 
de  l'expression  dont  il  s'agit.  La  série  sera  convergente  si  l'on  Ta  A:<1,  et 
divergente  si  l'on  a  /i->l.  »| 

•12    hsQ, .  cxD  -e  Lra  n^+han  \}i  3.  i(i*,No)  eQ    \  Cauchy  id.  \ 
•2     xs  ±0  .3  /{l—x)  =  1+^+^24- ... 

I  Mercator  Lor/ro'ithmo-technia  a.l668  p.25  p.30  j 
{l-xf'=l-\-'2xi-}]x'  +  ..". 

{l-xp  =  l^:^x-\-6x'+  ...  +)i{n-\-l)/2  x"  +  ...  Cont.  P23 

•3     v(2f^_]STJ  =1 

•4     ^<£Cls'N^  .3   v2-»£0  -3      0=  vf(2-")  j^^  '  (Cls'N,)] 

•6      v2f^(_N,^;£Q-R 

T.  1    vx[^— (2f^No)  s  Q-R     I  D.Bernoulli  a. 1729  CorrM.  t.2  p.326i 
•7     wel-fQ  .3.  vN-"*£Q  JMacLaurin  a.l742  p.290  | 

•8     me  1+Q  .3.  v(2No+ir'  =  (l— 2-'^')vN,-"' 
I  Joh.  Bernoulli  t.4  p.U  j 

[  ^rNi-n»  =  2'i;2Ni)-'"+2'(2No+l)-"*  •  2'(2Ni)-m  =  2-'"^Nr'»  O-  P  ] 
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•0     V  (i_|_N,)N(_i_]ST^)z=l     I  Leibniz  a.l6T:î  MatiiS.  t.l  p.40j 
•!}]     j)£  1+Ni .  asR  .3- 

S  EisEXSTEix  JfM.  a.l84;î  p.l9:-î  j 

Niim  :i     <^^     17. 
•I     J'sO  .f).  v[j;'V(i_,x-'*)  \n,  N,]  =  v{Num(X  n  n  N,)X.r"  |n,  N,| 

J     LwiBERT  Archltechtonik  a.l771  t.2  p.507  | 
•5     .r£'7  .3  v[n,z;'V(l-.0|îï,NJ  =  v|Niim[N,'>nfN,-|-l)|.^-'*{n,Ni! 
!  EiJLER  PetrNC.  t.5  a.  1760  p. 70  \ 

V     m  0(1     ^^     18. 

•1   HE  qf  No .  v(mod/«,  N„)  sQ  .j^.  I(^«,N„)  sq    |Cauchy  a.1^21  p.l29{ 
[  Hp  .3-  "=  [' modw  -\-u)  —  ( iiiodii  — zoj/2   rj.  vaoàu  +u,  ino(l«  — a 
£  Q/ No  .  2'[(^moclw-f  ^i)+(mod^«— M ),N„]/2  z=:  Iimodu,  Ny)  s  Q  .3. 
2"  modzi  -|-i<,  No\  2'fmodit  —u,  NV  fQn  -Z)-  Ths  ] 
•2   /?£  qL\  .  ^(mod/f,  N^)  £Q  .  r£(NotNo)rcp  .^.  inir,  X„)  —  v(/,^x,,) 

!  DiRiCHLET  JOl.  a.  1829  | 
•3  lis  qfNo .  ::l(«'.,No)  £q  .  ^(mod^f,  N„)  =  x  .  //£  <[  w  ^x  ^  /i  — x  )  .3. 

a(NofNJrcp'>r3[v(/,r,N„)=:/r;     j  Riemann  a.  1804  p.221  ; 
••4     /f£  QfN„ .  l{>(,^a)  =yo  .  limii  =0  .  (Œq  .'^. 

a  («1  w  i— l)fiV  ^^L^'  =^(^^^  N,,)] 
\  Mansiox  a. 1887  Z^c^s.  <'?^/.  roxr.'i  d'Aymlyse  i)if.,  Paris  p.281  { 
•5     te.Cls  .  Num/e  =2  Num  X„ .  /£  qf/c .  ^(mod/;  /?)  £Q  .^j).   v(/;;e)  grj 

Ex.  :  P19-1. 
•(j  ^^y£  (qFNJdecr  .  lim^f  ^0  .  vmod'/.  =x  .  "^u  £q  .]3- 

lim[v(8gn?«,  O-/?)//^]  [/?  =0       |  Cesàro  .i/?r//.  .1/,^.  p.l64  ; 

^^     19-1      M£  qf{NoiN„)  .  v[mod^r,,  |  (>•;..),  (N^iNJ]  £Q  -I). 
:ii  v(,,,,l;.,  N,)I.s,  N„|  =  v{  v(,,^^^,|,,  N;);r,  N,j 
•2  Hp-1   .  r£  J(îsVN„)f  N.,îrcp  .3.  v(,,r,  No)  =  ij  v(,,^^^|r,  No)l.s-,N„; 
i  -rs  Cauchy  a.  1821  p.44r)  ; 
'','•£  qfNo  O: 

•3     v(niod^^,  N,),:i(modr,  N„)£Q  .3 

^('',N,)  X  I('-,N„)  =  v|  v(  ^^  _^r_^,^  \,H,  Q-n  )  \iu  X„  ] 
\  Cauchy  a.  1821  p.  132  { 
•4     ^(/^NJ,  v(r,N,),  i(  v(^«,„r_,^.  \„i,  Q-n)  \>i,  NJ  £(i  .3  Ths  P-3 

!  Aiîel  a.  1826  I  p.226  j 
•5     Kinod^r,  N„)  £Q  .  ^('•,,N,)  £q  .3.  ThsP-3 
I  :\lERTENs  a.l87ô  JfM.  t.79  p.l82  { 
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•G     if.sq  f  (N,;N„)  .  l[[l'  raod  itir,i,n) \ ,n  '^^)\  \ n,  N„]  fQ  : 

=  :^'[lim  ^((y/i,?i)|>/i]j/i,N,]  j  Comm{v,  lim)  j 

•G  l     /.■£  Cls'q  .  as  ÔI.- .  us  qf  (/.■  i  N„) .  v;i'[mod  ii{x,a)\x  7.-]  |/?,  N„|  £ 
Q  :  ;^£No  .3,,-  lim[«<(;r,;i)  [jc,  /,-,«]  £q  :3 

Ex.  :  §oont  3-3. 

Soit  u  une  fonction  de  deux  variables  entières  ?)i,?i.  La  série  ^[iiim^n^ 
)i,Xo]  est  convergente,  pour  toute  valeur  de  m,  lorsque  (Pl'o)  : 

;»£Xo  O:  ^êQ  -D/ï.  a  '^o'^l^^]Q^ P+^o  ■'Ziq.  moàS{u[m,r)\i\ 2yq]tCh\ 

Quelques  A.  (Cauchy  a. 1821  p. 131)  ont  confondu  cette  condition  avec  la 
liE  Q  O/i.  a  No^^psirnsNo  .  qsp^^Q  ■'Om,q-  modJ[u{n},i'j  \r,]yg]  <7?| 

Abel  (t.l  p. 224)  en  a  noté  la  valeur  différente.  On  dit  que  la  série  i<  est 
de  convergence  «  gleichmassig  (Weierstrass  a. 1811  t.l  p. 67)  unifoi-nie,  in 
cgual  grado  » ,  si  elle  satisfait  à  la  dernière  condition.  Sont  des  conditions 
quelque  peu  différentes  les  convergences  uniformes  «  in  générale  »  i  Dini 
a. 1878  p. 102)  «  semplice  »  (id.  p. 103),  «  a  tratti  »  (Arzol;\  a. 1900  Bolo- 
gnaM.   p.711). 

Puisque  nous  n'avons  pas  introduit  un  symbole  exprès  pour  indiquer 
«  série  convergente  »,  il  ne  convient  pas  d'introduire  des  symboles  pour 
indiquer  les  différentes  espèces  de  convergence. 

Nous  donnons  à  ces  théorèmes  la  forme  sous  laquelle  ils  se  présentent 
dans  les  applications.  Voir  §S  11-12. 

Dans  la  P-61,  au  lieu  d'une  variable  entière  m,  on  considère  une  x, 
dont  la  variabilité  est  A*. 

n  ^   20. 

•0     us  qfNo  Q.  /7(^<,N„)  =  u,u, ...  =  lim  niu,  O-n)  \ji  Df 

•01    /  nsn.u  s  qf {in-\-^  o)  .'^. 

n(u,m-{-N,^)  =  u.^^^u.^^^_^^ ...  =  lim  n{n,  m  —  in-{-)i)  \)i         Df 
•I      us  Qf X„ .  77(;(.,No)'£Q  ."Z).  linm  =  1 
•2     a,hsq  .  a<b  .3.  n[{a+r)/(^b+r)  \r,  N„]  =0 
•3         »         «>/;         »  »  »  »  =00 

•i  ps  1+Ni  .3  n'{l—p~")  ]/?,  NJ  £  Q-R  j  Elsenstein  a.l844  p.39  | 
•a     j-£q  .  mod/'<l  .3.  /(1-J-)  =  {l+x){l+x'){l+x'){l+x')  ... 

=  /7J[14-.>f(2»)]  \ii,^o\  >  EULER  a.l748  p.273  j 

^^     21. 

•  l  us  Qf x\  .3  mi-n,  NJ  £Q  .=.  l(u,^,)  £Q 
•2  us  é^fX,,  .3:  n{l-u,  N,)  £Q  .=.  l(u,^,)  £Q 
•3 na-u,  No)  =0  .=.  i(«,No)  =  00 
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•4     U8  (-l+Q)fNo .  liu,-^,),  2(^*^No)  £Q  O-  nn+ii,  N,)  £Q 

•3 .  ^(«^NJ  £Q  .  v(w^N„)  =  X  .3  //(I4-/',  X„)  =0 

}  -i-'o  Caughy  a.  1821  p.460  { 
•G     (18  q-No .  meNi  .3- 

mv;//7(a4-/-+  0-in)  \r,  No!  =  /-^[«H"  0-{m—\)] 

\  Joh.  Bernoulli  a.l692  t.l  p.521  { 

1  n\   ^^  2-2. 

•1     ae  (NJNi)cres  .3  :î![//7(«,  \"'n)'\  \n,  N.j  £  Q-R 

O-  /^^i  +  /(«.«,)  +  /{cw^è^-  ••■  £  Q-R 

j  Stern  a.  1848  JfM.  p.95  \ 
•2     ae  N,  .3  :ia^-(N,!)  £Q-R 
•3     «£q  3-  lim(^^V^^!)  hi=0 
•4     lim"vJ(H!)  I>i=  Qo        j  Cauchy  a.l821  p.64  | 
•3     l==/2!+2/3!+3/4!+...  =  2[;z/(;i+l)!  |;i,  N,  ] 

I  Joh.  Bernoulli  a.  1692  t.l  p.525j 
•6     as  1+Q  .3  /(a— 1)  =  Il  ?i!/77(rt+  V-n)\n,  N^  j 

I  Stirling  a.  1730  p.  11  \ 

C     ^     23m   ?7i£q  .  â?£q  .  moda7<<l  .3- 

(l+^)"»=v[C(//i,;0-^''  h^;  N,]  = 

I  Newton  13  Jimii  a.l676  : 
«  Sed  Extractiones  Radicum  multum  abbreviantur  pei-  hoc  Theorema. 

ubi  P+PQ  significat  Qviantitatem  cujus  Radix,  vel  etiam  Dimensio  qufevis, 
vel  Radix  Dimeiisionis,   investiganda  est,  P  primum   terminuin  quantitatis 

ejus;    Q,    reliqiios    terminos    divises   per  primum.    Et  —    numeralcm  Indi- 

cem   dimensionis   ipsius  P+PQ:  Sive  dimensio  illa  intégra  sit;  sive  (ut  ita 
loquar)  l'racta;  sive  affirmativa,  sive  negativa. 

Nam,  sicut  analystae,  pro  ort,  aaa^  &c.  scribere  soient  a-,  a^,  &e.  sic  ego, 

1         8        _5 

pro  l'rtj  \a^,  iCa^  &c.  scribo  a  -  ,    rt",    a^ ,  .  .  . 

aa \_ 

...  Dcuique,  pro  terminis  inter  operandum  inventis  in  quoto,  usurpo  A, 
B,  C,  D,  &c.  Nempo  A  pro  primo  termino  P  "^i"  ;  B  pro  secundo  —  AQ; 
&  sic  de  in  ceps.  »  j 

Dem  :  voir  §cout  3-4 
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•2     me  -l+Q  .3  2'*=  l\Q{m,n)  \n.,  NJ    |Abel  a.l826  t.l  p.245j 

•4     Hp-l   .3.  (1— j^)"^==v[C(>/î+/?, /«)'»"  |m,  NJ 

•S  yH£.q  .  x£  Q-/2  .3  (l+a;)"*  =  :£!C(>/i+/i,;^)[^,'(l+J7)]''  \n,  N^i 

sgn     ^     24. 

•I    ks  1+Q  •  ^£q  O-  sgii^'^  =^  liiii  {k'"'—k~''''"')/{k""'-{-ir'"")  \)i 

"2        xsr     rj.  lim  [i3{n\x)^/^{—nlx)]\)}  =  lim  (sgn  ^5  n\x)\n  =0 
•21   ,7Tq-r  .3  ''  ''  ''  ''  "         =1 

max  min     ^^     25. 

•1     u£  Cls'Q  .  Nmii^^  sNi  .3-  lim  [CS  ^?'^')/(^^«")]!/?  =  maxn 

I  D.  Bernoulli  PetrC.  t.3  | 
•2     Hp-l  .3  lim"'vjl(^^'')  |«  =  max^i  .  lim  {^fr")-'"  \n  =  mime 

\  Encke  a.  1841  JfM.  t.22  j 

Chf    ^     26.     ^£q  .3. 

•1     x=  Ea7+v[X-"Chf(:X^^)  1??,  NJ 
La  P-1  donne  l'expression  d'un  nombre  sous  forme  de  fraction  décimale. 

Np     m     31. 

•0     lim  fNmii{Np'>l-;?)//?]I;i  =0  j  Legendre  a.l797  p.464  \ 

•1  limî[max[Np'>(l+4(l-n)ViNrj]/n|  |u  =z  00 

!  Tchebychef;  Voir  Markob^f  a.  1895  ParisCR.  1. 120  p.  1032  | 
•2  lim|Niim[Np'>(4N,+3)'^(l-?z)]— Num[Np'>(4N„+l)'^(l-n)]j|n=:oc 
.3  limj / j — =1 


/Num[Np  '>  1-Es|n]  j  |n  =/2 
I-2--3  Tchebychef  a.l853  t.l  p.697;    --4  Cesàro  a.l896,  NapoliR.j 
•o     me  1+Q,  .3  vN^-  =  /7,y(l-;r"')  \n,  Np] 

\  EULER  a.l744  PefrC.  t.9  p.  172  ;  a.  1748  p.225  j 
•6     rt/;£Ni .  D{a,h)  =1 .3  v  /}Np  ^  {a'N,+b)  \  =cc 
\  DniiCHLET  a.l837  t.l  p.313  j 

Continuation  :  §cont    §D     §e    §C    §q„  P24     §vct  P20-21. 
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§73     coiit  =  (fonction  continue) 

à  lim     ^     1.     ?^£  Cls'q  .  u'^àu  .^z. 

•0     f£  (qf'Ocont  .=:  f£L\Ut  :  xsa  .'^^.  \\.\\\{f,u,x)  =  fx         Uf 
•01  »  .=:      »      :  /.eQ .  xsu  rjk,x. 

a  Q'^  h3[  yen  .  mod(y— a;)  <ih  r^y .  mod{fy—fx)  <k  ] 

Noie,  «cont»  signifie  «fonction  continue».  La  délinition  P-0  se  rencontre 
dans  Abel  t.l  p. 223.  La  P'Ol  est  une  transformation  de  la  0,  où  l'on  a 
remplacé  le  signe  «  lim  »  par  sa  valeur. 

•1     rmodit  sQ .  u=.  an  .  fs  ((if//.)cont .  ke  Q  .^. 

a  Q'^  h3[  x,yEu  .  mo&{y—x)  <CJi  .~^x,y.  mod{fy—fx)  <k  ] 

Le  second  membre  de  la  PI  contient  les  mêmes  éléments  que  la  POl, 
différemment  groupés.  Heine,  JfAI.  a. 1870  t.71  p. 361  a  reconnu  la  valeur 
logique  différente  des  P'Ol  et  -1.  La  P-1  a  été  démontrée  par  Heine, 
JfM.  a.lSTl  t. 74  p. 188,  Lûroth,  MA.  t. 6  a. 1873  p. 319. 

^     2.     a,h£(i .  a'=b  .  fs  (qf  a^&)cont  .3" 

•i     fa<0  .  fb->0  .3  0£f\a-h)        \  Cauchy  ci.  1821  note  3  j 

[     /y=  r  X3[fx  <0]   .Z).  ys  a-Ji  .  fy  =0     ] 

•2     fa  -fb^  f'{a-b) 

•3     a  i  maxf'ia"^  b)        .        a  ^  min  /"/(«'"'  b) 

\  Weierstrass  ;    Cfr.  G.  Cantor  JfM.  t.72  p.l41,  t.73  p.296  } 

[  y=.  V  X3[xs  (f*b  .  V  f'(cfx)  <  1'  f^a^h]  .3.  ys  a^b  .  fij=  maxf-<a"-'b)  ] 

¥^    3-t     /£  (qfq)cont  :  .y, j£q  .^y,z.  f{y-\-.~)  =  fy^f:-  :  .mi  .O- 
fx  =  {f\)xx 

[    Hp  .D.  /(O+O)  =  /10+/D  .D.  /-O  =0  (1) 

IIp  .  a:fq  O-  /'[.r+(— .X)]  =  fx+f-x  .  (1)  .D-  f--r=  -fx  (2) 

Hp  .  7isN,  .  X£  qFl-n  .3  f{Sx)  =  Z{fx)  (3) 

Hp  .  ncNi  .  xeq  .  (3)  .3.  f{nx)  =  7ifx  (4) 

Hp  .  .xeq  .  msn  .  (1)  .  (2)  .  (4)  .3.  f[mx)  =  mfx  (5) 

Hp  .  xsq  .  7i£Ni  .  (4i  .Z).  /"(«(aj/n)]  =  nZ-Or/»)  .3.  /^.r/» )  =  (A:)/m  .'(6) 
Hp  .  cc£q  .  î/ifn .  7i£Ni  .  ^5) .  (6)  -Z).  /'[t7n/n)a[-]  =  /"[/«(.t/»!]  =  ymln^fx    (7) 

Hp  .  aîsq  .  t/sr  .  (7)  .D.  /"t'/^)  =  y/a;  (^8) 

Hp  .  a;£r  .  (l,,c  ](.c,//)P(8i  .3.  fx  =  xtfl)  (9) 

Hp  .  xs  q-r  .3.  fx  =  \hn{ft/\!j,  r, .//)  =  ]\m[i/{flii/,  r,  .ri]  rz  ,r/'l  1  lO'^ 
(9)  .  (10)  .3-  P     ] 
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•2     f£  (qfq)cont  :  y,ô£q  O^,^.  f{y-^z)  =  fyXf^:  xe^  Q. 

fx  =  {f\fx  I -l'S  Cauchy  a.l82l  p.l03  i 

•3     HpPl  .  /£qf(wiNo)  :  n£^^.^,^ .  f{x,n)  \x  s  (qfw)cont  : 
:<\V[modf{x,n)\x'u]\n,^,\  eQ  Q.  ^[f{a%?})  \u,'^,]  \x  £  (qtW.)coiit 

[  §lim  19-61  o-  P  ] 

•4     §lim  P23-1  Dm 

[     xsq  .  modx  <  1  .  7Hsq  O- 

liin  inod;[C(;?/i,?i+l:ix«+i]/[C(;m,7i),rw  ]!|?ï  =  mod.x  (1) 

Hp(l)  .  §lim  15-2  O-  2'[niodC(m,?i'),x'*  |«,  No]  eQ  (2) 

Hpe2)  .  §lim  18-1  O.  2'[C(m,7i),z;«  |«,  Nq]  eq  (3) 

ccfq  .  moda;  <  1  .  /'=  2'[C(m,?i)a:;«  j/i,  No]|«t .  (3)  O.  /"e  (qfq;oont  (^4) 

Hp(4)  O.  /-l  =  1+x  (5) 
Hp(4)  .  7/?,?«£q  .  §lim  19-3  O.  {fm)X(f>i)  = 

i:\I[C{7n,r)C{n,s—r).rs  \r,  0---.s]  |.s',  No'  (6) 

Hp  (6)  .  §C  6-31  O-  {fm)X[fn)  =  /"(m+/i)  (7) 

Hp('4^  .  (5)  .  (6)  .  §cont  3-2  O:  «leq  O-  /^'»  =  d-h^'V"  (8) 
<  8)  Z)  P    ] 

Cette  démonstration  pour  m  rationnel  e-st  dnv  à  Eule.r,  a. 1774  PctrXC. 
1. 19  p. 109.  Abel  a. 1826  t.l  p. 223,  a  étudié  la  série  binomiale  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  et  de  on. 
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§74.     D  =  (dérivée) 

+  -  X  /  q  ^5  lim     ^     1. 

•1     kE  Cls'q  .  k^  ôh-  .  f£  qf/.-  .  œe  k  Q. 

D(/;/.-,a-)  =  \[m\(fy-f.r)/{y-of^  \y,  k,  x]  Df  D 

•M  Hp-1   O.  D(f,k,x)  =  \im\[f{x-\-h)—f]7:\/h  \h,  k—x,  0|  Dfp 
•2     /.£  Cls'q  .  /.:")  ^A-  .  /£  qF/t-  .  ^£/.-  Q. 

D/^  =  lim[(/;y— /'x)/(y— ^)  [y,  Variab/;  ^]  Df 

•3     Hp-2  .3.  D/-=  (D/o^  |rr,  Variab/-)  Df 

Note. 

Pour  avoir  une  dérivée  il  faut  donner  une  fonction  f,  la  classe  k  des 
valeurs  de  la  variable,  dans  laquelle  la  fonction  est  définie,  et  une  valeur 
particulière  a-,  .appartenant  à  la  classe  k  ;  il  appartient  aussi  à  sa  dérivée 
6k,  si  ArD6/c. 

Nous  l'indiquons  par  D{f,k,x),  qu'on  pourra  lire  «  la  dérivée  de  la 
fonction  /",  considérée  dans  la  classe  k,  pour  la  valeur  x  de  la  variable  » . 
Ce  symbole  représente,  par  définition  P-1  «  la  limite  du  rapport  (/"</ — fx)j{y—x), 
la  limite  étant  obtenue  en  faisant  varier  y,  dans  la  classe  k,  vers  x  » . 

La  classe  k  coïncide  dans  la  pratiqiie  avec  la  classe  q  (ex.  P3-1),  ou  Q 
(ex.  P3-4:),  ou  est  un  intervalle,  ou  l'ensemble  q-iO  (ex.  P3"2),  ou  a  des 
formes  plus  compliquées. 

Si  l'on  fait  varier  la  classe  7c,  la  dérivée  ne  change  pas  dans  §e4"l 
§q'  15-1.  Elle  peut  chan<i;cr  dans  d'autres  cas. 

On  a  p. ex  :  D(mod,  Qo,  0)  =  1  ,     D(mod,  — Qo,  0)  =  —1 

Quelques  A.  appellent  «  dérivée  à  droite  »  l'expression  D{f,  x-\-Qo,  x)  •, 
D(/",  X— Qo,  .r)  est  la  «  dérivée  à  g-auche  ». 

Si  au  lieu  de  donner  la  fonction  /*,  l'on  donne  l'expression  contenant  une 
variable  x,  il  suffit  d'écrire  après  cette  expression  le  signe  \x,  pour  avoir  la 
fonction  f.  Dans  {fx)\x  la  lettre  x  est  apparente  ;  en  conséquence  il  ne  faut 
pas  la  confondre  avec  la  x  qu'on  peut  rencontrer  dans  une  autre  place  de  la 
même  formule. 

La  notation  que  nous  adoptons  satisfait  aiix  lois  sur  les  définitions;  rien 
ne  doit  être  sous-entendu,  ou  ajouté  par  le  langage  ordinaire. 

Mais,  pour  nous  rapprocher  des  notations  connnunes,  on  peut  considérer 
l'ensemble  de  la  fonction  f  et  de  la  classe  k  dans  laquelle  cette  fonction 
est  censée  définie,  comme  un  objet  seul.  Si  nous  l'indiquons  simplement 
par  f,  on  aura  fsqFk.  La  P-2  définit  alors  D/'a",  qu'on  doit  considérer 
comme  décomposée  en  {Df)x  «  dérivée  de  f,  pour  la  valeur  x  » ,  et  non  en 
D[fx),  car  on  ne  dérive  pas  le  nombre  fx. 

La  '3  donne  la  définition  du"  symbole  Df. 
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Leibniz  indique  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x,  par  le  signe  -^ ,  où 

«  recta  aliqiia  pro  arbitrio  assiinipta  vocetiir  dx  »  (MathS.  t. 5  p. 220)  et  «  ij»sas 
dx,  cly,  ut  ipsarum  x,y  différentes  sive  increnieutis,  vel  decrementis  mo- 
mentaneis  proportionales  haberi  posse  »  (p. 169).  Dans  quelques  cas  il  pose 
dx^l'i  alors  le  signe  d  indique  la  dérivée;  comme  dans  les  formules: 

dx  =1  ,  dp  =2x  ,  dx^  =3j?^  etc.     dv^  =  -—=  etc. 

'  2\x 

(^Briefwechsel  t.l  p.226) 

Newton  indique  la  dérivée  par  un  point  au  dessus  de  la  fonction 
(Voir  P8)  ;  Lag range  par  un  accent  (Voir  P9);  Arbogast  par   Dfx. 

Cauchy  [Qhivres  s.l  t. 4  p. 255)  Indique  les  dérivées  par  D.c  ,  Dy  ,...  où 
l'indice  désigne  la  variable  par  rapport  à  laquelle  on  dérive. 

Jacobi  a  distingué  la  dérivée  d'une  fonction  de  plusieurs  variables,  par 
rapport  à  une  variable,  par  des  d  -,  les  dérivées  sont  alorrs  dites  "  par- 
tielles ",  Ces  notations  sont  insuffisantes,  car  si  l'on  a  une  fonction  de  3 
variables  /s  qf(qiqiq),  et  si  ifsqfq,  ics  qf(qiq\  il  faudrait  plusieurs  espèces 
de  d  pour  indiquer  les  4  dérivées  : 

D  f(x,y,z)\x,     D  f(x,ux,z)\x,    D  f[x,y,)cx,yi]\x,    D  fix,ux,ic{x,icx)]\x. 


2.     /.£  Cls  q  .  /Q  ôk  .  f,u,i;  Bn,  Dr  £  qF/.-  .  asq  .3. 

•1     D(H-\-r)  =  DH+Bv 

[  Hp  .  xsk  O-    D'^u-\-v)  =  \im\[{u-{-v)y—{u-\-v)x]l{y — x)  \y,  k,  x\ 
^  limj  {uy-\-vy — ux — vx)l{y—x)        » 
=  limj  {uy—ux)l(y-x)  +  {vy—vx)l{y—x)     » 
=  \\m[(uy—ux)l{y—x)  \y,  k,  x]  +  lim[{vy—vx)l(y—x)  \y,  k,  x] 
=  Dux  +  Di-x  ] 

•2     1X^1  =  ((Bit 

•3     D(«Xr)  =  i(X'Dr-\-vxBu 

[   Hp  .  xsk  O-        D(«Xf  I  =  \im[(^uXv)y—{iiXv)x]l(y—x)  \y,  k,  x] 

=  \[m[{iiyXvy —tixXvx)l{y — x)        » 
=  \mr,[ux{vy—vx)-\-vx(uy—ux)-\-{uy — ux){vy  -vx)]l{y-  x)        » 
=  \\m[uxX{vy—vx)l(jj — ce)  -\-  vxXiuy — ux)j{y — x   -\- 
(iiy—ux)l(y—x)  X  (vy—vx)l{y—x)  X  {y—x) 
=  uxXDvx  +  vxxT^itx  ] 

■A     f'k  3  ôf'k  .  g,  Bgs  qFif'k)  .3.  Digfjx  =  {Bg)fx  X  Bfx 
[  Hp  .Z).  ^{9f)x  =  lim[  {yfy.-gfx)l{y-x)  \y,  k,  x  ] 
=  \hn[iyfy-gfxj.,fy-fx)X(fy-fx)l[tj-x)        »         O-  Ths  ] 
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f^     ^     3-1     x£q~LO  .'^.  Di/oc\.r,q'iO,X)  —  —/x' 
[  Di  /./-Ix,  q-iO,  .r)  =  \im[{ly—jx)j(y—x)  \tj,  q-tO,  x] 

=  Iiin[— /(y-K)     r,       >,      »      =  —jx-  ] 
•M   Hp  P2  .  0-£  D'k  .3.  D/y  =  -D-^/r^ 
•12        »         »         *  D(w/y)  =  (yD«-wDf)//;' 

•2     //^sNi  .  oîeq  .3-  D(a;"*|a7,  q,  x)  =  mx"'~^ 
[  D(.x»»|.x,  q,  x)  =  lira[(y'»— a:'»)/(2/— cc)|«/,  q,  x] 
=  lim[2\y'«-''ic''-l  I  ?',  l---w)|/y  ,  q  ,  ce)  =  7?icc«i-i  ] 
•21  HpP2  .  msN^  .  MgqF/.-  .3.  Biid^m)  =  ,mfJ{'{m—l)XDu 
•3     /y/£;n  .  .T£  q-tO  .^.  D(.r"*|ir,  q-fO,  a:)  =  mx"'~^ 

[  m£\ .  p-i  o.  P  a) 

«fXi  .  m=—n  O-  T)  jj-"[.r,  q-<0,  a?)  =  Dijx"-  \x,  q-iO,  x)  = 

— /ia?'i-i/cc-'i  =  —  «x-»-'  =r  7?ia:-»»-i  (2) 

(1)  .  (2)  O.  P  ] 

•4     ^y^eNi  .  xsQ  .3.  D(  "'4r  [js-,  Q,  x)  =  /m  "^^jc""-' 

[    D(.xfv/ni  \x,  Q,  x)  =  liiii[i//I^/??j.— £q^/»i~)/(y— XI  \y,  Q,  x] 
=  /  lim;  [(?/{^/;u)|^?>i — {xf'lmi\^m]l:i/^lm—x^lm)    »     » 
=  /[hkx-|N/,v»^  w-1)]  ] 

•5     lytSY  .  xeQ  .3-  'D{x'''\x,  Q,  ir)  =  mx"'~^ 

[  P-i  .  P-i  O-  P  ] 

j  Leibniz,  Nova  niethodus  'pro  maximis  et  rniniinis  itemqup 

tangent-bits,...  et  singulare  pro  illls  calculi  genus.  Acta  Erud. 

Lips.  a.l684:  

<i  Additio  et  Subtracfio:  si  sit  z  —  }/-\-iv-\-x  œqu.  r,  crit  dz  —  y -\- ic-\-x 

seii  dv  seqii.  d^ — dy-\-dw-\-dx. 

MidHplicatio:  dxv  sequ.  xdv-\-vdx. 

Potentice:  dx«  =  «.x»  -i  dx. 

*,    r/        a        *,    a—b 
Eadices:  d,vx    =  T"da;  rx 

Suffecisset  autem  régula  potentiae  iiitegrae  tara  ad  tractas  tam  ad  radiées 
dctermiiiandas.  »  i 

I  Newton,  Pliilomphiae   naturalis  jjrincipia  inatlicrnatica, 
a.  1686  t.2p.55: 

«  Leiiiina  II.  Moincntuin  g'onita;  a-qiiatur  iiioinentis  latinniin  singuloruni 
generatium  in  corundem  latoruin  indices  dignitat;un  i^  coelîicientia  contin\xe 
diictis. 

Genitani  voco  quantitatem  omnem,  qure  ex  lateribus  vel  terniinis  quibus- 
cunque  in  aritlnnelica  per  multiplicationem,  divisioneni,  &  extractionem 
radicuni....  Has  quantitates,  ut  indeterniinatas  &  instables,  &  quasi  niotu 
fluxuvc  perpetiio  crescentes  vel  decreseeutes,  hic  considère  ;  &  earuni  ii:- 
crementa  vel  décrémenta  inonu'iitanea  sub  noniine  nionu'ntoruni  intelligo: 
ita  ut  incrementa   pro  inomentis  addititiis  seu  aftirnuitivis,  ac  décrémenta 
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pro  subchictitiis  seu  neg'ativis  habeaiitur.  Cave  tamen  intellexeris  particiilas 
finitas.  Particule  finitfe  non  snnt  momenta,  secl  quantitates  ipsœ  ex  mo- 
mentis  genitse.  Intollig-enda  snnt  principia  jamjam  nascentia  finitarnni  mn- 
gnitudinum.  Neque  enim  speetatur  in  hoc  lemmate  magnitudo  momentornm: 
sed  prima  nascentium  proportio.  Eodeni  recidit  si  loco  momentorum  usur- 
pentur  vel  velocitates  incrementornm  ac  deerementorum  (qnas  etiam  motus, 
mutationes  &  fluxiones  quantitatum  nominare  licet  )  vel  finitse  qiiœvis  quan- 
titates velocitatibus  hisee  proportionalcs.  Lateris  autem  cujusque  generantis 
coefticiens  est  quantitas,  quœ  oritur  applicando  genitam  ad  hoc  latus. 

Igitur  sensus  lemmatis  est,  ut,  si  quantitatum  quarumcunque  perpétue 
motu  crescentium  vel  decreseentium  A,  B,  C,  &c.  momenta,  vel  his  propor- 
tionales  mutationum  A^elocitates  dicantur  a,  b,  c,  &c.  momentum  vel  niutatio 
geniti  reetanguli  A  B  l'uerit  «  B  -j-  6  A,  &  geniti  contenti  ABC  momentum 
fuerit  a  B  C -fi  AC -|-c  A  B....    Et  generaliter,    ut   dignitatis    cujuscunque 

n  n~m 

A"'   momentum  fuerit  —«A    '"  .  »  | 

^     4.     a,b£q  .  «</;  .  fe  qFa^  b  Q: 

•1     œs  a-b  .  fx  =  max  f'a^ b  .  Dfx  £q  .3.  D/Ir  =0 

[  Hp  .  §limP2-4  O.  T>fx  —  \[m[{fy-fx)j{y-x)\ij,  ct'hn{x-q:\  x]  {D 
Hp  .  y£  a-^  b  n  (.x— QV  O.  fy—fx  ^0 

»      o.  i/V-/^V!,.(/— >■'  ^0  (2) 

(1).(2)  O.  DA-^O  (3^ 

Hp  O.  Dfx  =  lim[  [fy—fx)j{y—x)  \y,  a^  b  n  (x^Q),  x  ]  (4) 

ysa'^br^  (x+Q)  O-  (fy-Mliy-x)  ^0  (5) 

(4)  .  (5)  O-  DA^ ^0  (6) 

(3)  .  ^6)  O-  P  ]  Ex.  DemP-3 
•1  i     (min  I  max)P*l 

•2     D/"£  qFcrb  O-  f^  {qFa^b)cont 
[    Hp  .  CCS  «^  6  O-  •  ini [(/"//— /^a;)]?/,  a*~*  b,  x]  =. 

hm[(fy~fx)liy—x)  X  (y— se')  1/7,  «"^  b,  x]  =  mfx)  X  0  =  0     ] 
•3     Bf£qFfrb.fa  =  fb=0  Q.  'Ka-b'^x3(Dfx=0) 

\  ROLLE  a.  1689  p.l27  : 
«  Les  racines  de  chaque  cascade  (dérivée)  seront  prises  pour   les    hypo- 
thèses moyennes  de  la  cascade  suivante  ».   ! 

[  Hp  .  P-2  O.  f£  (qFa^  &  icont  (1) 

Hp  .  (l).§contPl-3  .D.  annax/''^/^6  .  annin/'a^è  (2) 

Hp  .  3  Qr>  /"'a'"'  b  .3.  max  f^cf  b  eQ 

»         »         »        .  xs  a*-'  b  .  fx  =  max  f^a^  b  -ZD-  ^-S  n    b  (3) 

»         »         »         «         >>         »         »         »  .  (3t  .  P-1   .Z).  Ths       (4'! 

Hp  .  a  (-Q^in/-'«^6  .3  a  Qa(-/  'a^b  .    1  1  O-  Tlis  (5) 

Hp  .  -a  (^f'a^b  .  -a  {—Q)nf'a^b  .Z).  fs  iOFa~^b  .ZD-  Ths  (6) 

(4)  .  [ô)  .  (6 -  .D.  P  ]  Ex.  Dem  P-4-o 


142 D 

•4     Df£  qFcr  b  O-  {fb-fa)/{b-a)  £  Df  a-h 

I  Cavaueri  a.  1635  l.vii  p.  15  (p.492  de  l'éd.  de  1653)  : 

<  Si  curva  linca  quaeciinque  data  tota  sit    in  eodem  piano,  cui  occurrat 

recta  in  diiobus  punctis potoriinus  aliain  rcctam  lincam  prctatae  aequi- 

distantem  ducere,  quae  tangat  portioncm  curvae  lineae  inter  duos  pra-dictos 
occursus  continuatam  ».   | 

[  Hp  .  <7  =  [  fx-fa—{x—a)(fb—fa)l(b-a)  ]  \x  O. 
(/a  =  f/b=0  .  Dg  =  Df—{fb—fa)lib—i)  .  P-3  O- 
'•3^(—bnx3[Dfx—{fb—fn)l'b—a)=0]  O.  Ths  ]  Ex.   Dein  P-7 

'i\  f,  Bfe  qY{a+eh)  Q.  f{a-\-]i)—fa  £  hDfia+Oh)     [=P-i] 
•o    f,Df,f;,Dg£qFa'-'b.O-£Drfcr'b  O- 
(fb-fa)/{fjb-ga)  £  [  {Dfx)/(Dox)  \  \x  '  a-b 

[  Hp  .  h=[fx-^fu-if/x-gaXfb-fa)Kyb--fja)lx  .D- 
ha  =  hb=0  .  P-3  O.  P  ] 

I  Cauchy  Cale.  diff.  a.  1829  p.37  | 
Les  P-4,-5  s'appellent  «  théorèmes  de  la  moyenne  ». 


J)f£ 

QFa^ 

^b 

D-fe 

(qFa^ 

"6)01^68 

» 

-Q» 

■»        » 

» 

decr 

» 

m  » 

» 

» 

const 

[  P-4  D  P  ] 

%    b'\     a,b£q  .  a  -=  b  .  f,g£  qFa^  b  .  fa  =  g  a  =0  .  Bfa,  Bga  £q 
.I>ga-=0  .3.  \imf/g,  a-b^x3{gx'=0),a]=  (Dfa)/{Dga) 

[  Hp  .Z).  lim  (fxlfjxj\x  =  lim  [{fx—fa)l{gx—ga])  \x 

=  lim  I  [{fx—fa)l{x—a)]![{gx-ga)l{x—a)  \]  \x 
=  (Dfa)l(Dga)  ]  Ex.  Dem  P7-1 

I  De  l'Hospital,  Anahjse  des  infinbnent  iwtits  a. 1696  p. 145: 

«  si  l'on  prend  la  différence  du  numérateur,  et  qu'on  la  divise  par  la  diffé- 
rence du  dénominateur,  après  avoir  fait  .T=r/,  l'on  aura  la  valeur  cherchée  »  .  | 

•2     a,b£q  .  a-^=b  .  f,g£  qFa'"'  b  .  fa  =  ga  =0  .  Df,  Dg  £  qFa'~'  b  . 
0'£l)g'a^b  .3  Lmif/g,  a-b,  a)  ^  Lm{Df.Dg,  a-b, a) 

[     Hp  .  P4-3  .D.  0-£  g'  a—b  .3.  ffg  s  qFa~&  (1) 

Hp  .  xs  a-b  .  ye  cf-x  .  P4-5  .D-  fyIffU  £  {BfjDgYia-x)  (2) 

>>      .  (2)  O-  ifly)\a-x)  D    {DflDgy{a-x)  (3j 

»      .  (3).§;.  1-31  .D.  .1  »  D  .1         »  (4) 

»       .  ys  Lm( fjg,  a~b,  a)  .  Df  Lm  .D-  !/£  'l[l/7.'7)'(«~.r)]  (5) 

.(4>.(5)  .3  //£.![( D/7  Dr/)  V-a-)]  (G) 

Hp  .  gs  Uniflg,  c—b,  a)  .(6)  .3:  xs  a—b  .3r  •  gs  A[{DflDg)\a—x)  (7) 

»  »  .  (7)  .  Df  Lni  .3.  //£  Lm^D/V  D*/,  <?""&,  o)  («^ 

(8)  3  P     ] 
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•2 1  a,b£q  .  a  ^—b  .  f,g£  ciFa"""  h  .  fa^=  ga  =0  .  D/,  D^  s  qFa^  h  . 
0 -£ Bg'a-b  .  lim{D/"/ Dr/,  a~b,  a)  s  q^ix>  w  i{—  oc)  O- 
lim(/7^,  a-b,  a)  =^  11111(0/"/  Dry,  a-b,  a) 
[     P-2  13  P     ]  Ex.  Dem  P7-1 

•3  asq  .  f.g,W'^fJ  £  qF(a+Q) .  \im(f,  a+Q,  ^  )  =  KiiK/y,  a+Q,  x  ) 
=0  .  0  -£  Dr/V^+Q)  .  lini[(D/:r/D/7.r)|.r,  rt+Q,  oc  jsqw^x  ^ 
i{-x  )  Q.  liiii(//^,  «+Q,  ao  )  =  lim{Df/Dg,  a+q,  oo  ) 

[     limi////,  rt-f  Q,  X  )  =r  lim;/'i;a+/.x)  /  g(a-\-lx)]\x  ,  Q,  0:  .  P-21  O.  P     J 

•4     rt£q  .  /;  D/"£  qF(r/+Q)  .  lim(D/;  rt+Q,  x  )  £  q  w  f  x  s,  f(— x  ) 
O.  liiiif(AV->'  k;  «+Q,  ^  ]  =  lim(D/;  a+Q,  x  ) 

•o     rt£q  .  f,g,Bf,Bg  £  qF(a+Q)  .  lini(/7,  «+Q,x  )  =:x  .  0  -£  D^' 
(«+Q) .  lim(D//D.^,  a+q,  oo)  £q  Q. 
lini(/7^,  a+q,  X  )  =  lim(D//Dry,  a+q,  x  ) 

^^     6.     ^fiCls'q  .  k'^ôk  .  ijis^i .  ic,v,D"'u,  B^'v  s  qFk  .  asq  .'^. 
•1     'D"'{>ù+r)  =  B'"u+I)"'v  -2     J)'"au  =  aT>'"it 

•3     D"\i'.Xv)  =  1[  C{>n,r)(D'''-''(()x{I)'-r)  \r,  O-'m  ] 
J  Leibniz  Math  S.  t.ô  p.380  | 

•4     /£  q  f /.•  .  .r£A-  O-  D"*(/;/.vr)  =  D"»(/;A-)  ^  Df 

Si  II  est  une  fonction  définie  F,  a  signification  D'«m,  par  §+  10-9.  Si  f  est 
une  opération  f,  la  P-4  simplifie  un  peu  les  formules. 

•:i     /î£  m+l^o  •  ^£q  O-  D'*"!.^-'"!^,  q,  x)  =/7[/?— 0-(//;— l)jxa-"""' 
;?£q  .  œsq  »  Q 

nsn  .  ors  q-iO  »  q-iO     »  »  » 

•0     xsq  .3.  D'"!^**!!— A'n^,q,.T]  = 

^     7-1      «,?;£q  .  rt-:=Z>  .  f,g£  qFa^  b  .  m£^^  .  fa  =  Dfa  =  Yffa  = 
...  =  B'Ya  =0  .  I)""'fa  £q  .  ga  =  Dga  =  D'ga  = ...  =  B"'ga 
=0  .  D"'ga£q'iO  .3  ^^Mf/O,  ^^"^;  «)  =  (D"'"'/?/)/(D"'^yO 

[  IIp  .  Pr)-2-l  o.  lim7/,7.  a~b,  a)  =  lim  I)/"/D//,  a" 6,  a) 
=  Uni  Oy/D-//,  »  )  =  ... 
=  lira  D«/'/D»Y/,  »       )  =  Dm  +  ifajD'n  +  iga] 
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^^  8.     a,h£q  .  a-=J)  .  xs  a-fj  .  msl^^ .  f,  Df,  DY, ...  W'f  e  ([F  a-b 
.D'Yoreq  O.  lim[inœ-\-h)-l[hyr\iD'-M\r,0-{,n-l)\{/ 
jr  \h,  a-b-x,  0]  =  {Dyx)/in\ 
[    (  \fx-\-h)—2[hr  lr\  Dr  fx  \r,  0---fm— l^j;  \h,  h»^\h  )  \ 

(  f  ,    ^      ;  P7  O.  P    ] 

I  Joh.  Bernoulli  a.l694  t.l  p.l26: 

«  habetur  haec  séries  g-encralissima  : 

r   ,  ,  ,  zzdn     .       zhîdn  z'ddfhi 

Integr.  nch  =  +  nz  -  -^^^  -f-   ..^^^j^  -   1.2.3.4.^,3  ^c.  .    1 

I  Taylor  a. 1715  p.21  : 

«   Siut    z   et   X   quaiititates    duae    variabiles,  quarum    2    uniforiniter 

augetur  per  data  incrementa  z  ,  et  sit  7?2  =  v  

p.23  :      ...       (juo  temporc  z  uniforiniter  flucndo  lit  z-\-v  ,  fiet  x  , 

.   V                v^                   V* 
X  4-  X—  -\-  X Ta  4-  X r   4-   d'C.    »  } 

\  MacLaurin  a.l742  p.610  : 

«  Suppose  that  y  is  any  quantity  that  can  be  expresscd  b.v  a  séries 
of  this  form  A  +  B2  +  C^- +  D:,' +  &f-  where  A,  B,  C  represent  invariable 
coefficients     .  .  .       When  z  wanishes,    let  E  be  the  value  of  y,    and  let 

E,  Ë,    E,  &c.  be  then  the  respective  values  of  .y,  y,    ?/,  &v.  z  being   sup- 
posed  to  fiow  uniformly.  Then 

y  =  E-|-Éi+E^+_EV +  &,. 

s  1X22-  1X2X3  2^ 
p. 611  :  This  theorem  was  given  by  Dr.  Taylor. 
p. 612  :     -which  theorem  is  not  materially  différent  from  Mr.  Bernouilli's.  »  ! 

I  Arbogast  a.1800: 

F(a+x)  =  Fa  +  ——X  +  -Yô~^    +  TTS      "^  ' 

Note. 

La  P8  s'appelle  généralement  «  formule  de  Taylor  »,  et  pour  x  =  0. 
«  formule  de  Maclaurin  »,  bien  que  déjà  énoncée  par  Joh.  Bernoulli. 

La  signification  du  «  etc  »  a  été  douteuse.  Le  .second  membre  n'est  pas 
la  somme  d'une  série  ;  car  la  série  peut  être  divergente  ou  avoir  une  somme 
différente  du  premier  membre. 

Nous  avons  donné  cette  interprétation  de  la  formule  dans  les  notes  à 
«  Genoeehi,  Calcolo  differenziah  a.lbSl  p.XIX  ;  trad.  allemande  p. 321  >, 
Mathesis  a.l8S9  p. 110,  TorinoA.  a.lH91. 

On  peut  remarquer  dans  les  citations  le  développement  du  symbolisme. 
Ex.  de  la  PS:  §planOscul  21. 

Continuation:  P9    §S  21-1     §q„  o3-2 
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^     9.     a,Jwq  .  n.ps^,  .  f,  DY£  qF(a+0/i)  Q. 

•1     f{a+h)  -  v[  [h'/rl  D'Ya)\r,  0'-'{?i—l)  ]  s  h''/n\  D''r{a-\-Oh) 
•2  y>  y>  s  h'y{n—l)\[{l—ty'-'T>"fui^th)\\t'e 

•3       »       »        £  /< V  (?i-i)!  [(i-o""yi;  D Y(^+^/0}|  t  '  e 

\  -1     Lagraxge  a. 1798.   Th.  des  Fonctions  analytiques  p. 52  : 

«  D'où  résulte  enfin  ce  théorème  nouveau  et  remarquable  par  sa  simplicité 
et  généralité,  qu'en  désignant  par  u  une  quantité  inconnue,  mais  renfermée 
entre  les  limites  0  et  x,  on  peut  développer  successivement  toute  fonction 
de  X  et  d'autres  quantités  quelconques  suivant  les  puissances  de  a",  de 
cette  manière  : 

fx  =  f.  +  xï'u, 

=  f .  +  xC.  4-  ^f'ii, 

etc.  ,    . 
les  quantités  f.,  f .,  f".,  etc.  étant  les  valeurs  de  la  fonction   i'x  et    de  ses 
dérivées  f'x,  f'a",  etc.,  lorsqu'on  y  fait  a?  =  0  ».   ; 

J  -2     Cauchy,  Exercices  t.l  a.  1826  p.26  j 
j  -3     ScHLôMiLCH  a. 1847  p.l77  | 

Dem  P-1        [  Hp  .  k=  \f{a^h)—Z[hr  /r!  D'-  fa  |r,0---(;i— l)]l  //t"  . 
f/=  ]fx—:Ei{x—ay  /rîD»-  fa  [r ,0- ■  •  {n—l)]—k{x—a)n  [\.v  .3. 
ga  =  Bga  =  D^f/a  =  ...  =  D«  -i^«  =0  .  g{a+h^  =0  .3. 
a  (a^Oh'n  uSyD'i  gu=0)  .D. 
a  (a+Oh)n  U3[D'  fu-n\k]  =0  .D- 
ksDn  f^(a-\-eh)lnl  ] 
[  P-3  .p=l  .D-  P-^  ]        [  P-3  .r=n  .D-  P-1  ] 
^     10-1     a,b£q  .  a'=b  .  fs  q¥a~b  .  ln£lii^  .  xs  {a-b  f  l'");Osini  . 
g=  llflrnii^-OGjAoc-x,)  \s,  il-m)~ir\  \r,  l-m\  |j  .       ' 
D'Ys  qF  a-b  .  y  s  a-b  Q. 
fy-gu  £  n{0/-x,.)\r,  V-m]  D'yXa-b)/ni\ 
[Hp  .  k=  {f>/~gy)in[(ij~xr  )\r,V--m]  .  h=\f^-g:-k  n[{z-Xr  )\r,\--mr[\\z 

.3.  hx^  =0  .  hx^  =0 hxm=()  .D-  Num[a~6  n  33{hz  =0)]  ^m  .3. 

Num[a~6r>--3(D/<3=0)]^m— 1  .D D.Num[a~'6nz5(D'H/,v  — O)]  pi  ,3. 

a  «— /jo  v3(D'»/i.-  =0)  .Z).  %[  a~6nz:5(D»»/2— ?h!/;  =0)  .3.  Ths  ] 

I  H.  A.  ScHvvARZ,  TorinoA.  a.  1882  { 

J  Stieltjes,  a.l882  Amsterdam  Ak.  s.2  t.l7  p.239-254  { 

La  fonction  g  considérée  dans  la  P-1  est  la  fonction  entière  de  degré 
n  — 1,  qui  pour  les  valeurs  Xy.r^...Xn  coïncide  avec  la  /*,  sous  la  forme 
doîinée  par  Lagrange  (Œuvres  t. 7  p. 285);  la  même  fonction  a  été  donnée 
sons  une  autre  forme  [lar  Newton  a.  1686  t. 3  prop.  XL  lemma  5. 
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•â     a,b8q  .  a-=.h  .  f,  D^fe  (.[Fer  h  .  ni,NEQ  .3- 
f[{)na-\-nb)/iui+j()]  —  {>nfa-{-nfb}/{m-{-u)  £ 
-{b-afm)i(),i+n)-y2  UY'ia-b)  [Pi  m=  2  O-  P] 

•3     Hp  P'2  .  DY£  QF  a-b .  re  N,+l  .  ze  (a-b  F  l-r)cres  . 
mt-QFl-r  Q.  f[(l»'Z)/(lw)]<(l)nfz)/(lu() 

lim  V     ^^     11. 

3.  fUi-\-h)  =  l]/<"/r\\yra\r,^,\ 

•2     Â£  Cls  4  .  /Q  ''^^  •  A'  qf(/^-^'o)  :  "fNo .  .r£/c  Oa-,^^.  D[/|r,??)|^ 
,k  ,  x\  £q  :  1][\'  mod  D[/I.^;?)i  j,  /e,  g]  |  j  'â]!«,  N„|  eQ  :  jrnk  Q. 

!  Comm(D,l)  { 
Continuation  :  ^58  20  §e  4  §log  4  §q„  31  §8ubst  11  §q'  11. 
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§75    /  S  ::=  (intégTale) 
+  Nj  —  X  <  -  ^  1'  1,  q  Med  cres 
^     1.     a,b£q  .  a<,b  .  fs  qf  «^  h  .  l' fa  ^b,  1^  f'a^  b  sq  .3- 

•0     S(/^,  ft"^ ^)  =  ;  r/3\  /^eX, .  ./:£ (a^ h f  0---/?)cres  .  Xo=a  .  x^=b  . 
3*,cc.  ys  l\_{oc,.^—x^)  Med/''(^-,.'"^,.^,)  jr,  0-(/?— 1)]  j         Df 

•01   S(/;  rt^  &)  =:  7  q  ^  !/3]n£'N^  .  x£  {(i)^  b  f  0-/?)cres  .  ;io=«  . 

^[(^r,.-.  -^\.)1A^,."" ^^,._i)  1^',  0-(;i-l)](  Dfp 

•1     jJ'fxdx  =  S{f,a^b)  .  j,"fœdœ  =  —j,'fxdx  .  j];'f(^dx=0    Df 

2     S'{f,  a^  b)  =  1^  ^5  a  (n]x)3\  neN^ .  d7£(«'^  ?>  f  0-n)cres  .  XQ=a  . 
.'»,^=&  .  y—  v[  (^     _^  )  1'  f'{x!-'x,._^)  \r,  0-(n— 1)  ]{  Df 

à    S//",  rt^  ?>)  1=  r 

1^ Df 

Pl-0  «Soient  a,b  des  quantités,  a<&,  et  /'une  fonction  réelle  définie 
dans  tonte  l'intervalle  de  a  à  b,  et  limitée  siipérienrement  et  inférienrement. 
Nous  indiquons  par  S  f,a^b),  qu'on  lira  «  l'intégrale  de  f,  étendue  à  l'in- 
tervalle de  «  à  &  » ,  la  quantité^  telle  que,  quelle  que  soit  la  division  de  l'in- 
tervalle de  a  à  b,  formée  par  une  suite  croissante  Xq  Xi  ...  Xn  ,  où  Xq  et  xn 
ont  respectivement  les  valeurs  a  et  6,  la  quantité  y  soit  toujours  une  des 
valeurs  de  la  somme  des  produits  de  l'amplitude  des  intervalles  partiels, 
par  des  valeurs  moyennes  de  la  fonction  dans  ces  intervalles  » . 

Cavalieri  a  considéré  l'intégrale  comme  la  somme  de  toutes  (omnes)  les 
valeurs  de  la  fonction  (voir  P5-1,  §log'P'3). 

Leibniz  (Acta  eruditorum  a. 1686)  l'a  indiqué  par  /.y  de;  la  lettre  /,  ini- 
tiale de  «  somme  » ,  a  été  dans  la  suite  déformée  et  agrandie. 

Le  nom  "  intégrale  "  a  été  introduit  par  Jac.  Beruoulli,  AErud.  a. 1690. 

fx  d.r        I     ,         , 

[  ad  x-=.b  \  , 

simi)lifié  sous  la  forme    1  par  Fourier  (a. 1822  p. 252).  La  notation  S{f,a^b), 

dont   nous  ferons   visage  en  général,  a  l'avantage  de  s'appliquer    dans    les 

cas  où  r  intégrale  n'est  pas  étendue   à    un    intervalle,    mais    bien    à    une 

classe  quelconque  (PlO-4).  Voir  2". 

La  P-01  exprime  la  même  Df,  où  l'on  a  remplacé    Med   par    sa    valeur. 

S'{f,a^b),  qu'on  lira  «l'intégrale  par  excès»,  s'obtient  en  multipliant 
l'amplitude  des  intervalles  par  la  limite  supérieure  des  valeurs  de  la 
fonction  dans  les  mêmes  intervalles,  et  en  prenant  la  limite  inférieure  de 
ces  sommes. 
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Eli  échang-eaut  les  liuiitL'S  supérieures  avec  les  inférieures,  on  obtient  la 
définition  de  S//",  a'"'  b),  qu'on  noinnic   «intégrale  par  défaut». 

Darboux  (voir  P2-31)  a  considéré  ces  intég-rales  comme  limites  (lini;  des 
sommes  contenues  dans  le  P-2-3;  sur  le  remplacement  de  l'idée  de  lim  par 
celle  de  limite  supérieure  (1'),  voir  mes  additions  à  Genocchi,  Diff".  H. 
a.l899  p. 366. 

^     i>.     Hp  PI  O. 

•â     {b—a)\'f'(r'b  >  S'(/;  cr  b)  >  S;/,  rr  h)  ^  ib-(i ,\f'(r  b 

[  «sNi  .  XE  {a^b  f  0---7i)cres  .  x^,=a  .  Xn  =b  .  rs  U--  n  -1    .  §(|Pls-r)  .3. 

]'f'{a^  b)  ^  \'f\xr  ^  Xr+i)  ^  l,/"'(rt^  b)  ~  1  ) 

/ifXi  .  xs  (ri^b  f  0---/i)cres  .  a?o=rt  .  Xn=b  .  (1)  .3.  ib—<i  1  /"'  a"  h  ^ 

-5'[(«r+i— a-r  )l'/''(.rr  ^-^iCr+l)  \r,  0--\n-l)]  ^  \b--a\f-a--b  2 

^2)  .  §qP18-12  .D. 

SX/",  oT  b)  eq  .  .  6-rt  )17'-«^  b  ^  S  y,  rt^  //■  ^   6— al/'a^  6         (3) 
fS,  I  S')Pf3)'.D. 

S,        »        »         »         »        »        S,        »         »        »        »  (i) 

m,ns^i^  .  X£  (a*~'6  f  0---7nV-res  .  Xo:=a  .  Xm=:b  .  ys  \a^b  fO--»)cres  . 
!J^^=a  .  yn  =b  .  x'  0---m  ZD  Z/'  ^'"n  .D- 
S[i.rr  +  1-Xr  )yf'\Xr^Xr+l)\r,0---  iU-l]  ^I[iys  +  l-ys    ypijjs  "^  ys+l  |.n',  O'"  n-i  ] 
.  2^      »         1,         >>         »         «         »         ^  >.  1,         »         >>         »      (5; 

'?»,??£  Xi  .  XS  (a'-^b  t'0-"w)cres  .  Xo=a  .  Xm=b  .  y  s  (a'-^b  fO-"«)  .  //„=«  . 
yn=b  .  ^>=  Nuni[.x'(0""m)uy'(0*"7i)]  ,  z=  ;  [(k' 0'--m vj//'0-"/<)fi^0"7/i]crcs 
'.  (5)  .D.  S[ixr+i—xr  )l'/''(xr  -'.-rr+i)|r,  O'-^m-l)]  ^ 
2'[(«      »       Z      »       z    y>     z     »      ■»      y     l)     "      ^ 

«     >>     1,     »     »     .     »     »  ^ 

2[{y      »      //      »     ;/    .    y  »  n    »  )]  (6) 

(3)  .  (4)  .  (6)  .D.  P-1  .  P-2 

•3     S(/;  a^b)  eq  .=.  S'i/",  rt"^/^)  =  S//,  a^?>) 

•31 .3 =  S(/,  .r  ft) 

I  Darboux  a.l875  p. 71  { 

•4     r£  rt-/>  0.  S'(/,  rt^  ?/)  =  S\/;  ^r  r)+8'(/;  c^  />) 
•.il s^ s^ S^ 

•-42 .3:  S(/;  ((^  b)  f  !i  .^.  S(/;  rr  c).  >^l/".  '-^  b)  tq 

•43  s(/;fr^)£q  .3  s(/;^r^>)  =  s(/;rrr)4-s(/;r^^) 

•o     S'(/;  rr  b)  =  (b-a)  S'\f:a+{b-a)f\  \ t,  e\  -o  1  (S^  |  S')P-5 

La  P'.')  transforme  toute  intégrale  dans  une  autre  où  rintervalle  d'inté- 
gration est  &.  Nous  nous  limiterons  donc  à  ces  cas  pour  simplifier  les  for- 
mules suivantes. 
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^     3.     f,g£Çiie  .Yre,\fe,Mcfe,\g'0£(i  .'2). 
•0     S'I/-^©),  S(/",6))£Med/--0 

•01  S(/;e)£q  .3  s(/;e)£Med/"'0 

•1    s'(/-+ô',  0)^^s'(/,6>)+s'(r/,e)  -11  (s,,^)!(S',^)P'i 

•12  S(/',e),S(/7,0)eq  O.  S(/-+^,  0)  =  S(/;6>:)+S(r7,0) 

•2   8'(/;  0)  =  s'iAi-j^-)k,  0J  -21     (SjS')P-2 

•22  S(/-,0)  £q  O-  S(A  0)  =  Sf/-(l-.r)I.r,  (-)\ 

.3  s'(_/;  0)  =  _s//;0)  -31     (S  1  S')P-3 

•32  S(/,  0)  £q  O-  S(-/-,  0)  =  -Si/-,  0) 

•4  yy?£Q  .3   S'(m/;  0)  =  mS'(/;0)  -41 '4 

•42  S(/;0)£q.»?£q  .3  SO}^/;0)  =  mS(/;0) 

•  s  .-r£ 0  .3^;.  A^>.7^  3.  S'(/;  0)  ^  S'(<7, 0)  •  s  1     •  5 

•G      ^£  Qf0  3. 

(l'r0)XS'(^,0)  ^  S'(/-Xr/,  0)  ^  S/rx^r,  0)  ^  (l/'0)XS/5r,0) 
P-6  ^  "  premier  théorème  de  la  moyenne  ".  Il  est  à  peu  prés  évident  ; 
les  conditions  restrictives  ont  été  précisées  par  Dirichlet  a. 1837  t.l  p. 138; 
voir  aussi  MA.  a.l874  t.7  p.605,  JdM.  a.l874  s.2  t.3  p.293,... 

•7     <:/£  (qf 0)cres  3- 

a  0-^  C3[  SXrxg,  0)  =  (gonr,  ec)+{ginr,  l-Sc)  ] 
•71  (S^  I  S')P^7  I  Bonnet  JdM.  a.  1849  p.249  | 

\  Weierstrass  (voir  du  Bois-Reymond  JfM.  a.l868  t.69  p.82)  | 
P"7'71  =  ''  second  théorème  de  la  moyenne  ".    Il  est  ici  simplifié. 

^     4. 

•1     /£  (qf0)cres„  3  S(/;0)  =  V\l[flr:n)  \r,  0-(/i-l)] j  \n  '  N, 

•2        *       decro  3.  S(/;0)  =1' 

=  1,  »         0-(>i-l)]i|/i'N, 

'3     Hp-l.v.  Hp-2   3.  S(/;0)  £q 

h    ^^     5-1     //i£No  3.  S(ic"*|^,  0)=/O».+l) 

!  B.  CAVALIER!  a.l639  p.524:  «  se  in  un  parallelogrammo,  de- 
scritto  il  (liametro,  intenderomo  tirate  parallèle  ad  un  lato  di  esso  quantc 
ae  ne  possono  tirare,  indefinitamente  di  qua  e  di  là  prolungate,  la  parte 
di  esse  che  resta  nel  parallelogrammo,  cioô  (per  parlare  nella  lingua  usata 
in  essa  geometria)  tutte  le  linee  del  parallelogrammo  saranno  doppie  di 
tutte  le  linee  compresc  in  une  dei  latti  triangoli.  Tutti  i  qiiadrati  del  pa- 
rallelog-rammo  sjiranno  tripli  di  txitti  i  (juadrati  dello  stesso  triangolo.  Tutti 
i  cubi  saranno  quadrupli  di  tutti  i  cubi.  Tutti  i.  biquadrati  saranno  quin- 
tupli  di  tutti  i  biquadrati  (^intendo  sempre  quelli  del   parallélogramme   di 
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quelli  ciel  detto  trianj^-olo ).  Donde  ar<);'om('iito  prnbabilmonte  ohe  tutti  li 
quadricubi  saraiino  sestupli  di  tutti  i  quadricubi.  Tutti  i  cubicubi  saranno 
settupli  di  tutti  i  cubicubi,  e  cosi  in  inlinito  seconde  i  numeri  continua- 
mente  susseguenti.  »  j 

•2     m,7i£N^  r^.  H{xmln\x,  fy)  =  n/{/n-\-?i) 

\  Fermât  t.l  p.  195  ;  publié  par  Mersenne  a.  1644  j 
'3       m,  n  £  Q,,     3  S[.c'"(l— jc)"  \x,  S]  =  S[j;**(l— .r)"*  \x,  ff] 

•4        »       .  >?>1  .3 =  n/{û}-\-n-\-l)!:^[x"'{l—xy-'\x,e] 

•ri =  ,i/{>n^l)  Sf.ry^Vl-^-r'N-r,  0] 

•r,     meq,, .  >^£X„  .3 =  ,i\ /IIl>,)+l+(0-)i)\ 

•7        m,  H  £  N„     .3 =  //^!  //!/(//'+/?  +  !)! 

!     Stirling  a.  1730  p.  125     { 

L'intégrale  considérée  dans  les  P-3--7  a  été  appelée  "  intégrale  Eiilé- 
rienne  de  première  espèce  "  par  Le  gendre,  Exerc.  t.l  p. 221,  t.2  p.3  ; 
et  indiquée  par  le  symbole  B{p,q)  par  Binet  JP.  c.27  a. 1839. 

^     6-1     /£  qfO  .  l'inod/"'©  £Q  3-  mod  S'(/,©)  ^  ^'{moûf,  9) 
•2  »  »  mod  S//",  6))^ 

lim     ^     10-1      r/£q  ./£q%+QJ  3 

^{f,  (i+Qm)  =  j"f^^  =  limfSi/;  (r  b)\b,  a+Q,  oc]  Df 

•5     h£q  .  f£  qf(h-QJ  3 

W,  ^^-Q.,)  =  /  f^^^  =  ^^mW,  rr  h)\a,  b-q,  -x  ]  Df 

—  QO 

•3     /£  qfq  3.  S(/;q)  =  /  'fx  de  =1  lim[8(/;  rt-l-Q,)!^,  q,  -x  ]     Df 

—  X 

•4     u£  Cls'q  .  f£qîu  3  ^(/>^0  = 

S  j  [  ?  (qfq)  ^  ^5{  .rg^i  3..-  .'/■''^  ^=  A"  *  ^£  Q"^^  O.c-  ^-^  ^^)]  -^  î     ^* 
•4 1      ^<y£  Cls'q  .  -3(«nr)  .  /£  qf(^«vr)  .  S(/",^0,  S(/',r)  £q  3. 

S(/,«wr)  =  S(/-,^<)  +  S(/-,r) 
•5     rt£q  .  /-£  Qf(a+Qo) .  m  ^+Qo)  £Q  3-  0£  Lm(/-,  r?+Q,  x  ) 
•31  HpP^o  3-  0£  Lm(.«/j;  |j7,  a-l-Q,  X  ) 
•6     a,&£q  .  (i<J) .  u£  qf (a""  h)  .  l'mod  u^{(i^  h)  ^x  :  r£  a^  h  3<.-- 

Imod  «<'(r;^  h)  £Q  3.  S(^^  r^^ h)  =  liin[S(^/,  r'^  ?>)  |^,  a-h,  a]  Df 
•7 

r  mod  >''{a'^  r)  £Q ir  c h'\    — 

•8 c,d£(i~h  3r.i  • 

Xmod  ii\c^  d)  £q  3  ThsP-G  Df 
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Les  intégrales  définies  par  les  P-1-2-3-6--8  s'appellent  "  intégrales  singu- 
lières (Cauchy),  ou  impropres  ".  Dans  le  cas  où  les  Df3G  ne  sont  pas 
applicables,  Cauchy  considère  encore  la  "  valeur  principale  "  de  l'inté- 
grale, qui,  selon  Riemann,  n'a  pas  grande  utilité. 

lim  V     ^     11-0     /£(QfQo)decrO:  v(/-,N,3)fQ.=.  Si^QJeQ 
I  MacLaukin  a.  1742  p.289  | 

[  Hp  .  ns\  O-  ^(/",  O-,»  >  SL/-,  0-i»+l,]  >  vf^,0■■•^;;^+l■,]-/10  O-  Ths  ] 

•  !     f£  qf(6):N„)  .  v;i'  mod[/(.r,r)  \x'  6]  \r,  No{  ^Q  Q. 

S';  v[/|;r,r)  \r,  NJ  [.r,  0|  ^  l\^\r{x,r)  |.r,  0J  [r,  NJ 

•12  HpP-1  :  /•£NoO,..8[/'(.r,/-)  |.r,  0]  sq  Q. 
Sî  v[/-(.r,>-)  |/-,  NJ  |.r,  0;  =  v|S[A.r,r)  |.r,  0]  [r,  N.,i    !Comm(S,v)| 
I  Weierstrass  ;  voir  Thomé  JfM.  a.  1866  t.66  p.;334,  t.  71 
p.353  ;  Darboux  a.l875  p.82  : 
«  Si  tous  les  termes  d'une  série  sont  des  fonctions  continues  ou    discon- 
tinues susceptibles  d'intégration,  et  si  la  série  est   uniformément    conver- 
gente dans  un   intervalle  donné  (a, 6),  la  fonction  que  représente  la  série, 
et  qui  n'est  pas  nécessairement    continue,    sera    susceptible   d'intégration. 
Son  intégrale  .sera  la  somme  des  intégrales  de  tous  ses  termes  ».   ! 

Nous  avons  remplacé  la  condition  de  la  convergence  uniforme  jiar  une 
aiitre  plus  simple.  Voir  §lim  19. 

•2     S(.z^"|.r,  0)  =  l_2-^+;r'-...  =  -783... 
I  Joh.  Bernoulli,  a.l694  t.l  p.l85  { 
•3     )i£q  .3  S(^-"'^  \j;  e)  =  l[  /i''(>'-|-l)-  '■+'>!>■,  N„] 

I  EULER   a.l768    t.l    p. 144:    «  Quœ  ob  concinnitatem  termiiiorum 
omnino  est  notatu  digna.  »  ! 

cont     ^     12. 
•I     /£(qf0)cont  .3  kS(/;  0)  £q  i  Darboux  a.l875  p.74  { 

•11   Hp-l   .3  ^[f, S)  =  lim  :i\f\rn)\r,l-n]\)i 
•2     /.£  Cls'q  .  k=  ôk  .  ask  .  fe  [q  f  (/.•!0)]cont  .3. 

lim!  SfA.r,'/)!//,  0]  \x,  le,  a\  =  S[f(a,i/)\j/,  &]     JCoiiinKlini.S^ 
'i  I   Hp-2  .3  S[f{x,^J)  \y,  0]  \x  s  (qf^)cont 
•3     /£  fqf{0:0)lcont  .3  SiSf/-(.r,.y)  \x,  0]  |,y,  01  = 
S)  S  [/-Or,;/)!  y,  0]  |.r,  0! 

Sur  l'inversion  des  intégrations  voir  ().  Stolz,  GrundzUge  der  Difterential- 
und  Inteffralrechnuno-,  t. 3  a.l899. 
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D     ^     20. 

•  1     a,hsq  .  a<h  .  /;  Df  s  qF  rr  h  .  ^{l)f,  a  ^j)  £<[  O- 

^{\yf,  an))  =  fb-fa 

[     «sNi  .  ./•£   a*~*h  fO---»  crcs  .  x^-r^a  .  Xn  z=.  h  O. 

rh-fa  =  ^[(fxr  +  l—fxr  )\r,  0-{n-l)] 
§D4-4  O.  »        £  2'[i*>+i— a?r  )Me(l  Df  (acr  '^a;r+i)ir,  O---  /?— 1.] 

Hp  O.  fb—fa  s  y3\n£yii  .  xe  («'"'&  fO---«)  cres  .  Xo=(i  ■  Xn  =b  .ZD'^œ. 
ys  i:['x,^i—Xr  )  Med  D/"'  {x  r^Xr-\-\)  |r,  0---(«— 1)]!  .  Pl-0  O-  P    ] 

•  1 1     a,heq  .  a<]}  .  /"g  q F  cr  h  .  D/"  e  ^qF  ^r  />)cont    Q.  ThsP'l 
M  2  «,?>£q  .  a<h  .  f,Bf£  q  F  rt^  ?>  .  rD/-'«^  h,  ID/'a"  h  eq  Q. 

!  Pkingsheim  ]\[iinclienB.  a.  1899  p.ôT  \ 

•2     n,bs  q  .  a<]> .  f£  (qFa  ^^)cont .  xs  a^  h  .3- 
D[S(/;  a^  c)  I J,  a^  &,  a^  =  fx 

•3     «,teq  .  a<h  .  fs  qYa  ^  .  Bf  £  (QFa^  ?>)cont  . 
g£  IqFifa-' fb)\cont  Q.  ^{g,  fa^  fb)  =  H{gfxxDfx  {œ^a'-'b) 

•i     a,b£q  .  a<b  .  f. g, Df,  Dg  £  {qY  a^ Z>)cont  Q. 

Si/xD//,  cr  b)  =  {fb){gb)  -  {fa){ga)  -  ^{gXBf,  cr  b) 

Les  P-3-4  expriment    les    règ-les    diiité.o-ratinn    "    par    substitution    "   et 
"  par  parties  ". 

•5  /.£  Cls'q  .  h'2>àk  .  z.£k  .  f£  qt(fc):A)  .  D  [ax,y)  \y,  h;  y\  \{x,y)  £ 
[qf(e:/.)]coiit  O.  D  \^\f{J-,y)  \x,  S]  \y,  k,  z.\  =  S  \D[r{x,y) 
\y,  l;  .-]  1^',  e\  I  CommlD,  S)  | 

j  Leibniz  a.l697  MatliS.  t.n  p.450  \ 

^     21. 

•0     f,  Df£  (qF0)cont  .  nfNo  -3. 

m-f}7i  \f.  0]  =  rO/Oi+l)  +    t/'  +  l)  S[(l-/)''  «D/-/  1/,  ©1 

[  P20-3  .  f/=  ^l-f)n+l  I  (n-^l)  \t  O.    V  ] 

•01   /i£^,  .  /;  DY£  (qF6))cont  .3. 

/•l  =  v[(D70)/r!  \r,  0-(//-l)]  +  .i"-'^)-  >>[a-n"'Dyt  \t,  (9] 

[     P20-1  .  21 -0  O.  /■!  =  /-O  +  SvD/-,  6>) 
H[Df,  6»  =  D/-0  +  S[(  l-f}D-ff  \t,  0] 
S[(1-/)DVV  K,  6>]  =  DVO/2  +  /2  «[(l-O'DY/  i/,  6>] 

S[(l_/)«-2D'<    1  /V  1^  6>]  =  I)"-i/-0  V;/-!')  +  /(»-l)  S[(1-/V<-1D"  ff  \f,G] 
.3  P     ] 


153 


•1     a,}i£q  .  ns^,  .  f,  D'Y  £  [qF(a+0/O]cont  Q. 
/•(«+/0  =  v[/,y;.!  D>  |r,  0-(»-l)]  + 
hy{}i-\)\  S[{l-tr'D"fui-\-th)  \t,  (-)] 
\  Lagrange  a.l798  Th  des  fonctions    Anal,    p.42  ;    Œuvres 

t.9  p.73  I 
[  ',[f^a+m\f]  i  /";P-01  .3  P  ] 

^     22-1     /feqF6>  .  Dy£(fO)F0  Q.  S/=(/'0+/'l),2  =  /•(2) 
•2     /£  qF0  .  DY  £  (/OF0)  Q.  S/"  =  (/"O  +  4/"  2  +  f\)  0 

=  f(/-0+3/-(l/3)+3A2  3)+/"l]8 
•3         »         .  DY        .         O. 
S/-  =  [7/'0+32/Il/4)+12/-(2  4)+32/-(3/4)+T/-l]  90 

=  [19/-04-T5/'(i;5)+ôO/"(2  5)+50/-(3  5)+T5/-(4, T))+19/-l]  /288 
•4     /£  qF0  .  DY £  (fO)F0  .3  S/-  =  [41/'0H-216Al/6)+27/i;2/6) 
+272/13  6)+27/'(4  6)+216/"(ô  6)+41/"l]  840  =  J7ôl|/0+/"ll  + 
3577[/'(l  7)4-/'(6  7)+1323[A2  7)+/(5  7)+2989[A3,  7)+m  7»!  17280 
•5     f£  qF0  .  DY£(iO)Fe  3  S/-^:  )989[/'0+/-l]  +5888[/"(l/8)+ 
/(7/8)] -  928 [/•(2  8)  +A6  8)] +104961/(3  8)+/-(5/8)]-4540/'(4/8) |, '28350 

=  i2857[/-0+/'l]+lô741[/"(l/9)+/(8,9)]  +1080fA2,  9)+/'(7/9)]  + 
19344/3  9)+/(6  9)1  +5778[/'(4  9)+/î5  9)]!,  89600 
•0     /£  qF0  .  D'Y£('O)F0  Q.  S/"  =  |16067f/-0+/4!  +  106300[ 
/Il/10)+A9  10)]  -48525[/-(2;iO)+A8, 10)]  +272400[/-(3  10)+/-(7/10)J 
-260550[/-(4  10)+/'(6/10)]+427368/(5/10){  598752  =  ... 
j  -a-'B  Cotes  a.l722  Opiiscula  p.33  | 

^     23. 

•1     A  DY  8  qF6>  .3.  S(/;  6))  -  f{/2)  £  (DY^^)/24 

•2         »         »         »        ^{f,f))-{ro  +  fl)/-2  8-(DT0)/^2 

•3     /;DYeqF6)  .3. 

SY  0)  -  IfO  +  4/-(/2)  +  A 1/6  £  -(D/^)A4!  f)!) 

Les  P22  sont  dites  "  formules  de  (luadrature  ".  Xoiis^  avons    donné    le» 
expressions  P23  des  restes  dans  les  "  Aj)plicazlonl  geomef riche  a.  1887  ". 

Continuation  :  §e  f)  .  §loi;-  5  .  §q,,  40  .  §Subst  14  .  §q'  21. 
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§76    e 

/  f^  Q  lira    ^  1-0      e  =  lim[  {l+/mr\,H,  Q,  oo]  Df 

•  0 1     e  =  l'[r  1  +//>0"'  I  >n  '  Q]  Dfp 

[    §'^  «1"^  O-  (l+//»i'«|m  £(QfQ)cres  .  §lim  1-5  O.  P    ] 
•02      eeQ        [  in,nsQ,  .  §Q6l-7  O.  (l+/mf^»i  <  (l+/«j^(»+l)  O-  P  ] 
•03     e  =  lj[(//^  +  l)///0'«+i  [//?  '  QJ  =  1J(1-/"'J"'"I'>*  '  (1+Q)1 
•1     //2£Q  O.  (l+///0"*<e  [  P-GIDP  ] 

•11 e<(l+//Hr+^  [  P-03DP  ] 

•2      2<e<3  [  (lim;P-l  .(ô|m)P-ll  O.  P  ] 

e  =  2-71828  18284  59045  23536  02874  71352  66249  77572 
47093  69995  95749  66967  62772  40766  30353  54759 
45713  82178  52516  64274  27466  39193  20030  59921 
81741  35966  29043  57290  03342  95260  59563  07381 
32328  62794  34907  63233  82988  07531  95251  01901 
15738  34187  93070  21540  89126  94937  99405  34631 
93819  87250  90567  36251  50082  37715  27509  03586 
67692  05047  15575  85094  92906  45748  86005  84299 
93465  94757  59371  00435  26480  0... 

Le  nombre   «e»   a  été  calculé:  jusqu'à  12  chiffres  décimaux  par: 

R.    Cotes,    Loffomeh'ia,  a. 1714   p.ll  :    il    l'appelle    «  Ratio   Modularis»; 

à  23  chiffres  par  Euler,  PetrC.  a.l739  p. 187,  qui  l'a  indiqué  par   «e»  ; 

à  -42  chiffres  par  Veg'a,  Thésaurus  lof/arithmorum,  a.  1794,  p.  309; 

à  188  chiffres  par  W.  Shanks,  LondouP.  t. 6  a. 1854  p.397  ; 

et  enfin  jusqu'à  34(j  chiffres  par: 

M.  Boorman,  Mafh.  Magaz.,  t.I,  a.l884,  p. 204. 

e  =:  !.  ■  !.!!.!!!  !!!....!  .!.!...!     (expression  de  e  dans  le  système  binaire 

•3      e,  e»£  Q-R  |  Euler  a.  1737  PetrC.  t.9  p.98  j 

•31     ^£r-/0  .3  e"-£R  J  Lammert  a. 1761  p.265  ( 

•32     e-fiR+sl^  I  LiouviLLE  JdM.  a.l840  t.5  p.l93  j 

•i      œsq'iO  .]3-  t'"!>l+-^' 

[    X£Q  .  {Ix)\m  P-1  .D-  (l+.T)^/.r  <e  -D-   Ths 
cc£-Q.cc>— 1.(— /a;-l)|mP-ll   .Z).  Ths 
X£  -Q  .  1+x  <0  .3.  Ths] 

•41     xeO  .^.  G' </{i—x)  l  (-cc)ix'P-4DP] 
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•5       ûOEq  .3.  \im{l-\-x/)/i)"*\m  =  e'' 
\  EuLEK  Berol.  Mise.  ii.l743  t.T  p. 177: 

«  e*  =  il-\ )    existente  n  numéro  infiuito.  »| 

•6       lim[(e''— l)/j?  \x,  q,  0]  =1 

•61     lim  VvJ(n!)  |n=e 

•62     l\m'*^\{2ny./{n\n)]  |»  =  4/e 

•1     .xsq  .3.  e'  =  l+.r-l-a-y  2\+xy:V.+  ...  =  l(x"/n]  \n,  ^,) 
î  Newton,  13  junii,  a.  1676: 

Z  '^  "^  Z^  Z^  z^ 

c  (Area  hvperbolae)  =  7-  +  ;^^  +  ,, — râ  +  oi  3^4  + ion  ws^^^-   ^^^^   coeiïi- 
^  •  ^  h       2abb     baab^      24rt'6*      120(  rb" 

cientes  denominatoruin  prodeunt  multiplicando  tenniiios  hujus  arithmoticae 

progressionis,  1,  2,  3,  4,  5  etc.  in  se  continno;  et  liinc  ox  loL-aritlniio  dnto 

potcst  niimerus  ei  conipetens  inveniri.  »  ! 

!  Leibniz,  27  Aug.  1676: 

«Si  sit  nunieriis  aliquis  Uni.tate  minor  1— w,  ejii.sqne  Logaritlnnus  Hy- 
perbolicus  I.  orit  m  =  1_^  + ^J-^-^^^^  etc.  Si  nuMu-rns  sit  hk- 
jor  Unitate,  ut  1+n,  tixnc  pro  eo  invenicndo  mihi  etiaiii  prodiit  Régula, 
quae  in  Xewtoni  Epistnla  expn^ssa  est-,  seilicet  erit  n  =  ~r  +  ttt^  +  -i yOvS 


1X2X3X4 
[     Pl-5  O.  e^  —  lim  (1-f  a!/m)f*«??i  \m  =  lim  i:[C{m,r)x'-  jm^  \r,  N»]  \m  = 
lim  I.n[<  1— 6-/m)|.ç,  0---(r—l)]vr  /r!  [r,  Noi  |w  =  2{xr  /r!  |r,  No^     J 

•2     e=l+l/{N,l)  =  l{/7i\\n,l^,)     [  P-i  .  x=i  o- P  ]         Dfp 
•3     ??£Nj  .3.  e— l(/r!|r,O^^^;?)e^/(>?!/0 

j  FouRiER  ;  Voir  Stainville,  Mélanges  d'Anab/se,  a.lBln 
p.339;  Cauchy  a.l821  p.ll8  j 
•4     n£N,.a£rfl-ri  Q.  e^+v(a,e""'>-,  l-'/i)  -=0 
I  Hermite  a.l873  ParisCR.  t.77  ;  cfr.  Gordan  a.l893  MA.  t.43  j 

E  ^    ^  31     Ee  =  2  .  E/^e=l 

neN,  .3).  E(//5r-'e  =  2».E(//^re  =  E(/^/"^*c=l 
!  Cotes  Logometria,  p. 7: 

«Dividatur  ...  2,71<S28  &c.  per  !,...&  rursus  minor  per  nunieruin  qui  rc- 
llquus  est,  &  hic  rursus  per  ultimuiu  residuuiii,  atqiu'  ita  porro  perg^atur  : 
&  prodibunt  quotientcs  2,  1,  2,  1,  1,  4,  1,  1,  6,  1,  1,  S,  1,  1,  10,  1,  1,  12, 
1,  1,  14,  1,  1,  16,  1,  1,  &c.  »: 

•2     ,18^,  .3  E  (/|Sf  [(e-l)/(e+l)]  =  2+4(//-l) 
j  EULER  a.  1748  p.319  { 
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D     ^  4-1     xsq  O-  ^{Q^\oc,  q,  oc)  =  e"' 

•2     «£q  .  .re  qFq  .  Dx  =  ax  .  fsq  .3-  oc-^  =  (^0)  ^[^('^O 

(Continuation  :  §Subst  14"i 

S    ^  m     S(e"''|.'r,  Q)  =  1  -H  «êQ  .3  S(e~""|rr,  Q)  =  /a 

•2     ?ieQ  .3.  «(e-'^'^jOT,  Q)  =  '/hS(c~"j;"-'|rr,  Q) 
•21  »eNo  .3.  «(e"-'^'**!^,  Q)  =  ??! 
•22  7i£^, .  asQ    O-  S(e~"'V  \x,  Q)  =  ^îî/a'""' 
•:î     ;«£N„  .  .%'£Q,  .3.  e"S(e"-'xr"|5,  .t+Q)  =  >2!  v(a'7y!  |r,  O-//) 
•4     ?Z£No  .  xsQ,,  .3- 
a;e"S(e~yj  [j,  .t+Q)  -  1\{-I)"rlx~''  \r,  0-{n-l)]  e  0(-\rn\x-' 
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^     1-0     xsQ  .3-  ^ogx  =  ?  q'^  J3(e]^j  =^7)  =  «Log.r  Df 

•  1     .:r£  (— 1  -hQ)  -<0  O .  log(l 4-a;)  <  ^  [  §e  P-4  D  P  ] 

•Il  »  »       '^œ/[l-\-œ) 

[  ;— .T/(l+cr):  [j^-P-l  DP  ] 
•2     .r£  Qwl  .  /y/8N,  Q.  ;//("^J.r— 1)  >  log^  >  //^(1_"»^/^) 

[  ("'x|:r-l)|x-P-lDP  ] 

•3    œsE-tl  r^.log.V'Sr        j  Lambert  a.l761  p.265  { 
lim     ^^     2-0     .r^Q  .3  llm(log ,  Q ,  a?)  =  logjc 

•01   rt£Q  .]3-  lim  «("vj-'^— 1)  |;?i=logrt  [  pi-o   -).  p  ] 

•1     a^fq  .  — l<a7^1  .3.  log(l+^)  =  ^  —  œy-2  +  a?y3  —  ... 
j  Mercator  a.l668  p.32: 

«  Hinc  posito 0[1  =  numéro  terminorum  :  iiivenio,  ..... 

Version     En  posant    0*1  =        x  je  trouve 

aream  ...=  numéro  terminorum  =  0[1,  minus  summa  eorundem 
logCl+cc)     =  X  =  0-1        —  Jxdx  =  x'-I2l 

terminorum  =  0|00ô  ,  plus   summa   quadratorum  ab  iisdem  = 

=     0-005        +        j\r-dx  =  x^l3  —etc. 

0|OOOoo8o:-3o,  minus  summa  cuborum  =  0|000025,  plus  summa 
quadrato  -  quadratorum  =  01000002,  minus  summa  quadrato 
cuborum  =  Oj 00000011 6  ,  plus  summa  cubo  -  cul)orum  = 
0|000000013,  &c~\ 

[  P-Ol  O.  log,  1+X-)  =  lim  n[  >'^\[l-}-x)  —1]  \n 

§lini  23-1  O.  =  lim  ??;2'[C(/»,  r)xr  \r,  0---n]—l:\n 

=  lim  I[  n  C(/»,  r)xr  \r,  l---n]  |»  (1) 

/•fXi  O-  ynn  i>OI)>,r'\ii  =(—l)r-ilr  (2) 

il)  .  (2:  .  §limi;»-G  O.   P  ] 

•2     log2  =  l-/2+/-^-/-t+-  [  P-i  .  '-1  O.  P  ] 

•21   log2  =  /2+/C2X-2'}+/{y>X'2')+...       [  Pi  .  .r=-/2  O-  P  ] 
•3     ^£Q  .3.  log(.r+l)  -  log.r  =  2\/{2x-\-l)+/i3(:2x+ir]+  ...\ 

=  2vi  /[(2;«+l)(2^+ir^'J  |;/,  N,! 
}  Gregorius  a.  1668  p.  12  ; 

[Vl.XSO    O.    \0g<l-^^x)  =  X-X-j'2-\-X^IS-...    .    \oo;il-x)  =  —X-X'j2—...    . 

D.  \og[l^x)lil-x)]  =  2{x-{-x'l3-{-xTo+:.)  U) 

[K2x+r)]\x  (1)  O-  P] 
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•31   log:2  =  2[  /3  +  /(5X3')  +  /(7x3^)  +••.    [  P-3  .  x=l  O:  P  ] 
-A    log[(a+Z>),  2]  =  (loga  +  log^)/2  +vî((a-?>)/(a+&)]>  |/i,  NJ 
•o     '»Log  e  =  /(loglO)  =  0-43429448... 

Ce  nombre,  dit  «  module  des  lot;-aritlmies  décimaux  »  a  été  calculé  avec 
282  chiffres  par  A  dams,  LondonP.  a. 1878  p.93. 

•61  m,n£Ni .  >n<72  .3.  lim  l/{inp-np)  \p  =  log{m/n) 
I  Joh.  Bernoulli  II  a.l729  CorrM.  t.2  p.300: 

«  Si  l'on  coupe  la  progTession  harmonique  1/x' ...  en  deux  parties  ...  soit  la 
raison  du  nombre  des  termes  dans  la  première  et  seconde  partie  connne  m  à  n, 
la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  seconde  partie  sera  =  log[(m+»)/«J-  »! 

•7     as  Q-d  .  .rsQ  .3  "Log-.r  =  ("Log  e)  log.r  =  (logx)/(loga) 

•8     as  (e[^— /e)~'l  .3 

lim(rf)"l  \n  =  l\{n+ir-\logayynl  \,i,  N^j 
\  EULER  PetrA.  a.  1777  t.l  \ 
I  ËiSENSTEiN  JfM.  al844  t.27  p.51  : 

a««        =  i+ioga+3'-^  +^'  ^3,^  +etc. 
und  dièses  Résultat  gilt 

von  a^— j-^0,6922...  (excl.)        bis  a=l  (iiicl.)  .  j 
Np     ^^    3-1   asO.'^. 

lim  J[Niim(Np^2-;0-Vlo8i^""'^)]X/'h^'+/-);  ;''  =0 
,  I  Jensen  AM.  a.l899  t.22  p.364  | 

•2     ;^£Ni  .3- 
limj [Num  Np'^  l-.r]/.ï'- v [>.!/(log^)-^'  |>-,0-//]  ((log.r)"^*  \j:  =  [n  +  iy. 

j  TCHEBYCHEF  JdM.  a.  1848  1. 17  p.384  { 
D     ^4-1     ^£Q  .3.  D(log,  Q,  .r)  =  /x 

[  \\\og,Q,^)  =  lii"  ][\og;^x^h)—\ogx]lh  \h,  Q-x,  0! 
=  lim|  [\og{l+hlx)]l/i  »     »     » 
=  j.vXVnn\]og{l-\-hjxf^{xlh)»     »     »     = /.r  ] 

•I 1     as  Q-a  .  x'sQ  .3.  D("Logx-  \x,  Q,  .r)  =  "Log  c  /.r 
•2       asQ,  .  .req  .3-  Dl^^'l-^",  q,  «'î^)  =  «"^'logvit 
•21  Hp  -2  .  ?v£N,  .3-  ^"  («'  k  )  q  7  ^*)  =  «'(logrt^)" 
■3    ^£Q .  «£N,  .3  D"(log ,  Q,  X)  =  {-l)"-'(>?-l)!  a--" 
•4     œsQ. .  7i£'N^  .3- 

D"{logx/x  \x,  Q,  .r)  =  {-\r))\,r-"-'\\-l{V-n)\ 

S    ^  ô-i     a,bsQ, .  a<6  .3-  ^i;,  ^^"^  ^)  =  log(^/«) 
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§78  C 

:i   lim  log-  C 

•0  C—nm\:i/{l-n)  —  logn\\)i  Df 

•1  c=l'Sv/(l-^0-log«î|»'N,  =  1JV11-0^+1)]-Io8-''!1>^*N. 
•2  C=0- 
57721  56649  01532  86060  65120  90082  40243  10421  59335  93992 
35988  05767  23488  48677  26777  66467  09369  47063  29174  67495 
14631  44724  98070  82480  96050  40144  86542  83622  41739  97644 
92353  62535  00333  74293  73377  37673  94279  25952  58247  09491 
60087  35203  94816  56708  53233  15177  66115  28621  19950  15079 
84793  74508  569  .  . 

La  constante  C  a  dans  l'analyse  la  plus  grande  iniportance,  après  les 
constantes  jr  et  e. 
Elle  est  dite  «  constante  d'Euler  »,  et  quelques  fois  «  de  Mascheroni  ». 
Euler,  PetrC,  a. 1734-35  t. 7  p. 156  l'a  indiquée  par  C;  dans  d'autres  cas 
par  O  ;  M  a  s  cher  oui  par  A.  Plusieurs  A.  l'indiqiient  par  y  ;  notation  qu'on 
ne  rencontre  pas  dans  Euler,  ni  dans  Mascheroni  i  contrairement  à  l'o- 
pinion de  plusieurs  A.  i. 

Euler,    ibid.    a    calculé    E^IO'  C),    ensuite    il    a    calculé    Et^lOi"C)    dans 
a.l744  CorrM.  t.l  p. 283;  et  E(10»»(7)  dans  PetrNC.  a. 1769    t.l4  I  p.l54. 
Mascheroni,  a. 1790  a  calculé     E.  10(^19  C) 

G  au  s  s,  a.l812   Wevke,  t. 3  p.l54  »         »  23  » 

N  i  c  0 1  a  i ,  >  »  »         »  45  » 

Glaisher,  LondonP.  a.lH71  t.l9  p.54  »         »         100» 

Adams,  »      »       a.l<S7<S  t.2.S  p.SS  >         ,.         263» 

•3     C=  vN,-y2  -vN^-yo  +...  =  1\{-I)"{l^r'/»)  \>^,  Ni+l| 

i  •3-4  Eliler  PetrNC.  a.l769  p.l54  | 
•5     1-C=  v}  v(N,+i)-yn  |n,  N,+l  i 
1  Euler  PetrA.  a.l781  t.5II  p.45  | 
Continuation  §B  "5. 
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yUATlilEME   l'AKTIE 

NOMBRES    COMPLEXES 

§80     q,,' =  (nombre  coinplexe  d'ordre  >0 
q     ^     1-0     //^X,  O.  q=ciF(V-H)  Df 

•02     a=b  .^:  i'£l-/i  .^  ,.a.^J).  [  §F  P-5  O-  P] 

•1       a-\-b  =  1  q,^»^  j:3{i'E  l—n  ."^  ..  .r  .=  a,+b^.) 

=  [{a,.+^,.)  \r;l-/i]      '         .  Df 

•12     (i-\-b  =  b-^a  .  a+{b+c)  =  {a-\-b)+c  =  f(-^b-\-r 

•2       O=;[(/O)F(l-/0]  =  (0,0,-0)     Df  -2]     r/+0  =^^ 

•3       —a  =  7q^^œ3{a-\-œ=0)     Df  •Si     —0=0 

•32     —(a^,a^,...aj  =  {—a^,  —a^, ...  —aj 

•33     r;—/;  =  r/ +(—/>)  Df  -34     r/— r;  =0 

•<4       //r(  =  y  q^^'>X3{i'S  l—n  ~),.  x^.  =  ha  )  Df 

■41     hui^/i2,...aJ  =  (}iai,Jia^,...JtaJ  .  hasq.^  .  la^a  . 

}t[a-\-b]^h(i-\-hb  .  (Ji-\-k)a  =  /ia-\-ka  .  h{k(i)^(Jtk\a  =  hka 

^     -i.  q„     unit 

?i£Ni  .  i'£  \"-n  .3- 

•0     imit(;i,r)  =  ?  q^f^  X3{x  ^==\  :  .s£  (l-yO-/>"  O.^  ^^'5=0)      Df 
a,&£q„./i£q  .D. 

•1     rt=  ^[a,unit(»,.s)  |.s,  1-»] 

•2     «+/;  =  I[K4-Z>,)  umt(;?,.s)  |n,  \-)}\  Dfp 

•3     /ia  =  l\{ha}i  unit(M,.s)  |.s',  !•••;#]  Dfp 

Noie.  Le  nombre  complexe  d'ordre  n  Cist  le  système  de  n  nombres  réels. 
Nous  définissons  la  somme  de  deux  comjiiexes,  le  complexe  0,  l'opération 
—  ,  et  la  multij)lication  d'un  complexe  par  nn  nombre  réel.  (Pl-l-'2-3-4). 

L'unité  d'ordre  n  et  de  rang  r,  indiquée  par  «  unit (/?,?•)  »,  est  le  com- 
plexe dont  l'élément  de  rang  r  est  1,  et  tous  les  autres  sont  iiul.s.  (P2*0). 


q^^ 161 

Weier strass  les  appelle  "  Haupteinheiteu  ".Les  nombres  cti  a,...  an  sont 
les  "  coordonnées  "  du  complexe  a. 

La  P3-0  définit  le  module  d'un  complexe. 

Ces  opérations  très  simples  suffisent  pour  appliquer  les  nombres  complexes 
à  la  simplification  de  plusieurs  théories.  Il  n'y  a  pas  un.e  multiplication 
simple  de  deux  complexes.  H.  Grassmann  a  considéré  les  divers  genres 
de  multiplication  dans  JfM.  a. 1855  p.l2.']  ;  le  plus  important  est  le  produit 
alterné,  qui  conduit  aux  Dtrm.  La  multiplication  se  présente  naturellement 
dans  les  Subst. 

La  nomenclature  sur  ces  sujets,  q»  et  Subst,  est  très  variée  chez  les 
différents  A. 

mod    ^î^  3.     ??£N, .  œ,y£q,^ .  asq  .3- 

•0     mod.r  =  ^x,'-\-œ,'-\-...-\-xJ)  =  ^J  1{.ï^~)  Df  . 

•1     modûceQo         -2  mod(.ï;4-?/)  ^  modds'-fmody 

P-0  .3.  modj?  mod.y  ^  Xiyi+a'^y2+.  ■  ■ 

•ZD-  (mod.ï;)-+(mod.y)--|-2  moda;  mod,y  ^  (Xi+y^)-+{x^+y^)-+.. . 

.33.  (modaî+mod^)-  ^  [inoù{x+y)]-  .3.  Ths  ] 

•3     mod  ax  =  raod/^i  mod^c         'i  moda?  =0  .=.  x=0 

Niim     -Jî^  4.     ;?£Ni  r^.  Num  q,^  =  Num  q 

j  G.  Cantor  JfM.  a. 1877  p.242  ;  AM.  a.l883  a.315  | 

Med     ^  5.     ??£Ni .  us  Cls'q,^  .3-      *0     Med^^  = 
q,,«;r3Îrt£q,^  .^,,.  :^(rt,..T,.  |r,  I-11)  £  Med[v(a,,5^,.  |r,  1-y?)  \3'if)\\  Df 
Ex.  P331-2. 
(qn  I  q)  §Med  Pl-l-2-4-r>  .  P2t2'3-41  .  P3-1--4 

X  A       ^  11.   (q,^  |q)§ÂPl-0--33 

^  12. P2-r2-6 

^  13.  u£  Cls'q,^  .3.     -0      Gc£  Au  .=.  Ymodu  =co     Df 
•1     Au=Xu^[(i  y^)'>Au]    Df        '2     Xu  =  q^Au 
<5            ^  14.  (q,,  I  q)  §(5 
Int        ^^  l.o. §Int 

Lm     ^  21.  //^,n£Ni .  ?i£  Cls'q,^  .^£5i'<  . /£q,„fw  .3-    §LmP4'0--7 
•8     ''/£q„,  ."^i  as  'Lm{f,u,œ)  .=.  0£  Lm[  mod{/y— a)|^y,  u.,x] 
•9     00  £  Lm(/",i*,^;)  .=.  GO  £  Lm(inod/',i*,a?) 

^  22.     (q.  1  q)  §Lm  P.ô 

^  23.  i7i,H£Ni  •  '*£Cls'q,^  .  l'mod'<  =  oo  .  fs  q,Ju    ~).    §Lm  P(yl 
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lim     24.     IIpP21  .3  §lim  P2-0--i 

•5      oc=  liiiK/. /'..'•)  .=.    oc=  lim(mod/',  ^/,  .r) 

•6     tïê'q,,.  .]3-  «=lini(A"v^)  •=•  0=lim  niod(/}/— rt)  !?/,  <^^] 

^     25-1      «£  q  JNo .  ^(mod^^.No)  £Q  O-  -('''^"0^  ^q. 
•à     /HfXi .  ae  Q+m  .3  v[/(niodr)"  \r,  (nFl-//0wO ]  fQ 

}  EisENSTEiN,  J/«/A^>/?a//.s(?/<r'   Abhandhnigen   a. 1847  p. 217: 
«  Die  T-fache  Roiho 

V 1 

\mc  +  w,-  +  W3-  +  ...  ^mr-:'* 
in  wolcher  aile  indices  Wi,  ??»j.  m^, ...  «i     aile  ganze   Werthe  von  — x  bis  oc 
(iurchlaulV'n  mit  Aiisschluss  der  einon  Combinatioii 
7Hi  =0,  ??j,  =0, ...  m   ■=Q, 
convergrirt,  wenn  .«>Vj''  ist»î 

cont     ^  oO.     //^JieX,  .  ^(sCls'q,^  .  ir^<)"  7^.  §coiuP-0--| 
■2     l'mod?^  eQ  .  »=â«  .  fe  (q^,,f<^)cont  7^.  h  i  max  mod  /*''< 
•3     Hp-2  .3  kf'v=f'u 
■\     3  (q„  f q)cont  '^  /^(/''q  =  qj 

;  MA.  a.l890  t.37  p.l.S2  ;  Hilbert  a.l89l  MA.  t.:î>  p--i'>y  : 
MooRE  AmericanT.  a..l900  p. 72  * 

D     ^  :U.     k£  Cls'q  .  O  (5'.-  .  neS,  .  f8  qjk  .  .xtIc  .3.  ijD  PI 

^     32.     /.£  Cls'q  .  A3  ôk  .  ;?£N^  .  ^/,r,D/'.Dr  £  q,^F/.-  .  a£q  3. 
•I     I)(//-|-r)  =  D//  +  D^-  -â     Drt^'  =  rtD?/ 

•;}     0-£  ^'-Â-  .3-  Dmod  "  =:  K"  XT)"  .  >■,  1-/0  /mod  " 

^\k     o:V  1     rt,/>£q  .  a'=b  .  /?£N^ .  f,  Df  s  qJ  iCb  .3. 
[fb—fa]/{b—a)  e  :\Ied  D/" '(«-/>) 

aJm[  .  ^/-=^> .  //<,/^£N,  .  f£  qja-b  .  .rs  a-b  .  D"'A'  fq  .3.  i^D  P8 
-2     Hp  -1  .  //*£Nj .  D'Ye  q,  F  a-b  .  /<£  rï-?>  -.r  .3  f(.c-{-h)  - 
vi(/«"  /•!  D'/r)  |/-,  0-(//?-l)]  £  /r  w!  MedD'Y'(->'+  ^^^^^ 

^     oô-l     /?£Xi  .  /£  q,,f(q„:q)cont .  r;£  q   .  />£q  .3- 

•R(f\g)3[<T  ft+Q  .  ge  qj\b  ^  c) .  qb  =^a  -.teb^c  .3,.  .  D(^,  b"^  c,  t) 
=  fiot,  0] 

L'équation  D//,6'~'(\/i  = /■///,/'!  représente  un  système  de  u  équations 
difterentielles,  rédnit  à  forme  normale.  Caiiehy,  Kverciccs  a. 1840  p. 327,  a 
démontré  l'existence  de  la  fonction  </,  ou  supposant  la  continuité  des  dé- 
rivées de  f;  Lipschitz  BD.  a.lSTG  p.U9  a  remplacé  cette  couditiou    par 
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une  axitre  moins  restrictive.  Nous  avons  supprimé  cette  condition,  et  donné 
la  démonstration  symbolique  de  la  PI,  et  d'autres  semblables,  dans  «  Dé- 
monstration de  l'intégrabilité  des  équations  différentielles  ordinaires»,  MA. 
a. 1890  t.37  p.  182.  Voir  aussi  TorinoA.  a.l886,  AnnX.  a. 1892  p.289,  Enci- 
clopadie  t. 2  p. 195. 

S    ^  40.     a,h£(\  .  a<b  .  ;?£N^  .  fe  q  J«"^  h  .  l'modf-a^  h  £q  .3. 

§S  Pl-0  2-43-0  3-0ri2-22-32-42 
^     41.     ne^,.x£(ije.  S{x,e)  fq„   Q.  mod8(.r,0)  ^  S(raod.r,  0) 

§S  11-12  12  .  20.  21. 

^     42-0     «£N,  .3  e,^  =  0F(1-/O  Df 

•1     m,n8^^  .  fe  q,„Fq,^  .  rmod[q,^'>;r3(/ir-=0)]  eQ  .3 
^f  z=  1  (i^P Z3\h£q^  r^h.  z.£  h"'iySiQÛf'[h{2y-\-d,;)\\p,  hF  l-//]i  Df 

•2     u£  Cls'q^^  .  l'mdd/^  eQ  .  fe  Ç[Îh  r^. 
S{f,i()  =  S  )  {q,„FqJ^ g 3(xei'  r)..  gj-=p:  :  :>^eq,^'U  7^^. gx-=Q) 

Df 

P'I.  Soient  m  et  n  des  nombres  entiers,  et  /"un  nombre  complexe  d'ordre 
m  fonction  d'un  nombre  complexe  d'ordre  n\  c'est-à-dire  considérons  l'en- 
semble de  VI  fonctions  de  /*  variables.  Supposons  encore  que  pour  des  va- 
leurs suffisamment  grandes  des  variables,  la  fonction  soit  constamment 
nulle.  Alors  pour  avoir  l'intégrale  de  f,  indiquée  par  S/",  fixons  une  quan- 
tité positive  h,  arbitrairement  petite,  et  divisons  l'espace  à  n  dimensions 
en  cubes  de  coté  h.  Un  sommet  d'un  cube  aura  pour  coordonnées  une 
suite  j)  de  nombres  entiers  multipliés  par  h.  L'ensemble  des  points  de  ce 
cube  sera  représenté  par  {p-\-6n)h,  où  Qn  indique  le  complexe  d'ordre  n 
dont  toutes  les  coordonnées  sont  des  0.  Formons  la  somme  des  valeurs 
moyennes  (Med)  de  la  fonction  dans  tous  les  cubes,  et  multiplions-la  par 
A"  ,  volume  du  cube.  S'il  y  a  une  et  une  seule  valeur  z  appartenant  à  toutes 
ces  sommes,  z  .sera  dite  l'intég'rale   cherchée. 

P-2.  Soit  u  une  classe  de  (\n  ,  limitée  ;  et  soit  f  une  fonction  définie 
dans  cctti^  classe.  Par  S(/'.«),  intégrale  de  f  étendue  à  l'ensemble  u,  on 
indique  l'intégrale  de  la  fonction  //  définie  pour  toutes  les  valeurs  des  va- 
riables, qui  dans  l'ensemble  u  coïncide  avec  /',  et  aii  dehors  de  u  est  nulle. 

Noiis  n'avons  pas  la  possibilité  d'analyser  ici  la  très  vaste  théorie  des 
intégrales  multiples. 
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§81     Dtrm=  (déterminant) 

["  V  77  Num  sgn  q     ^J^  1*0     msl^i .  lœ  {l'"/nFl—rii)H\m  .'^. 

sii;nu  =  (—1)1^  l^\m\\{x]y)3{x,ye  \—rih .  œ<jl .  nx^  /<?/)]         Df 
•01   ms^^ .  if,r£  {l'-ij>Fl"-in)iiim  r).  sgn  ttr  =  (sgn?/)X(sgn7;) 

Soit  u  une  correspondance  réciproque  ou  permutation  des  nombres  l'-rn; 
sgnu  indiciue  l'unit;'  positive  ou  né<>-ative,  selon  qiuî  le  nombre  des  couples 
(.r;//)  qui  forment  inversion,  est  pair  ou  ini^jair. 

•I     ni£^  ^.  as  qF{l- m  tl- m)  .3 
Dtrma=:  v|  sg-n^«  n[a{r,n^)  \j',  l-tn]  \h.,  (l-///Fl-y//)si!n  {       Df 

\  Leibniz  a.l678  MathS.  t.7  p.5  : 

«  Inveni  Canonem  pro  tollendis  incognitis  quotcuiuiue  aequatioues  non 
nisi  simplici  gradu  ing-redientibus...  Fiant  omnes  coinbinationes  possibiles 
litcrarum  coefficientium,  ita  ut  nunquam  concurrant  plures  coefficientes 
ejusdem  incognitae  et  ejusdem  aequationis.  Hae  combinationes  aifectae 
signis,  ut  mox  sequetur,  componantur  simul...  Lex  signorum  haee  est.  Uni 
ex  combinationibus  assignetur  signum  pro  arbitrio,  etcaeterae  combinationes 
quae  ab  hac  differiint  coefticientibus  duabus,  quatuor,  sex  etc.,  habebunt 
signum  oppositum  ipsius  signo  ;  quae  vero  ab  hac  dilîerunt  coefficientibus 
tribus,  quinque,  septem  etc.,  habebunt  signum  idem  cum  ipsius  signo»  ,  ! 

Xofe.  Soit  m  un  nombre,  et  soit  a  une  lettre,  qui  munie  de  deux  indices 
entiers  compris    entre    1  et  m,  re])résente  une    quantité. 

Plusieurs  A.  écrivent  les  valeurs  de  a  sur  «t  lignes  horizontales  composées 
de  m  éléments,  et  appellent  «  matrice  »   cette  figure  carrée. 

Soit  II  une  permutation  des  nombres  1* ■•«?•,  considérons  le  produit  des 
valeurs  a{r,ur),  où  r  varie  de  1  à  ?h;  multiplions-le  par  sgn?<,  c'est-à-dire 
par  l'unité  positive  ou  négative,  selon  que  la  permutation  u  a  un  nombre 
pair  ou  impair  d' inversions.  La  somme  de  tous  ces  jiroduits,  lorsque  l'on 
remplace  it  par  toutes  les  permutations  des  nombres  de  1  à  vk  s'appelle 
«  le  déterminant  des  «»,  que  nous  abrégeons  en  Dtrnu/. 

Quelques  A.  appellent  «  déterminant  »  la  matrice  ;  alors  Dtrmr;  est  dite 
«.  la  valeur  du  déterminant  ». 

Voici  quelqiuis  noms  d'usage  connnun  : 

Elément  (?',.s')  du  déterminant  a  r=  (i,;s. 

Ligne  (Zeile)  .s-ième  ==  rtr.s|r     .     Colonne  /--ième  =  f7r.,«|N. 

Terme  principal  =:  n\nr,r\r,  1"'»V 

OB.  déterminant  symétrique  .=:    i\ss  l--»  .^.  ar,s'=.  (is.r. 
»         »       hémisymétri(iue   .  =  :  r,ss  l--->i  .^.  <ir.x  =:  —Os.r- 

»     gauche,  skew,  schife  .=:  r,ssl---n  .  r-— .s-  .^.     » 
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•  1 1     Hp- 1  O .  Dtrm [a{r,s)  \  {s,r) ]  =  Dtnna 

B\y\.(f8       -2  (1-7//F  l-///)sim  .3. 
Dtrm  a()%  i()\{i',s)  =  sgn/(  x  Dtrma 

•'A     //eN,  .  ti,r£  Cls'Ni  .  Num^^  =  Numr  =  n  .  as  qfiuiv)   .3- 
Dtrm(rt,  ff.t?-)  =  Dtrm!  rt(min_.^^,  min,^)  |(r,.s-),  l-)iil-"n\     Df 

■i     Hp-j  .  /'£  l-i)  .3. 

Dtrm«  =  ^[(— D'^V^r...  Dtrm(a,  1-/?  -ir  I  l-».-^s-)  [.5,  l-?t] 
I  Cramer  a.  1750  p. 656  j 

•5     Hp-J  .  i(£  CWl-a  .  'jn  .3 
Dtrmr/  =  v{  (— l)fs(v^^  4.V;.)  X  Dtrm(a,  ut?:)  X  Dtrm(rt,  l-;2  -h  t 
l-n  -r)  \r,  (CWl—n)  ^  r3(Numt:  =  Num^f)! 

I  Laplace  ParisM.  a.  17 72  p.267  \ 

Dtrm(a,  iiU-),  qui  fig-ure    dans   la    P-5   est   dit    «   siibdéterininant,    déter- 
minant partiel,  ...  ». 

m;     Hp-I   .3.  Dtrm[{— l)"""'  Dtrm(rt,  1-rn  -^r  i  1-//?  -is)\  {r,s), 
l-//i  :  l-ui]  =  {DtYmaf{>n—l) 

\  Cauchy  JP.  a.l812  p.82  \ 

^^     2-1     a,h£qF{i"-mil-"ûi)  .^. 

Btvma  X  Dtrm/;  =  Dtrm{i:i(r(r,f  hs,f  \t,  1-m)  \{r,s),  l"-m  t  l-ûi]\ 

•2     //?,?^eNi .  tti'^^n  .  a,b£  qf{l-'i/i  i  1—n)  .^. 
Dtrm[:i{ar,tbs,t  \t,  1-m)  \{r,s),  V"nil-n]  = 
vlDtrm(«,  ri  1-n)  X  Btrmib,vi  l-'n)  |r,(Cls'l-/>?)'^r3(Numr  =;0Î 
I  BiNET  a.l813  p.287  : 
«  ...  Avec  des  x' ,x" ,x" ' ,  &c.,  y',y".î/"',  &c.,  :',3!'\:"\  &e.,  ayant  formé 

n    — ^    — ^  résultantes  à  trois  lettres,  et  aussi  d'antres   résultantes  avec 

des  ^,  i',  C,  semblablement  accentués,  on  trouve  que  la  somme  des  produits 
des  résultantes  correspondantes... 

2{x,y' ,  .-")(s^l''  ,C'  ')  =  2:x^2:yv2=C-{-^y^^.-vIxC-{-:S.'^IxvIyC 

—:Ex^Syv:^s:—Zy^Sxv2z:^2sS^yvIc  Ç 
Ce  dernier  membre  est  de  la  forme  {x,y',:")',  on  en  peut  donc  conclure  que  le 
produit  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions,  telles  que  2'(a?,;/',?")(^,v',C") 
est  de  la  forme  {xjj',:").»   I 

•3     m,)i£^^  .  ûK^n  .  a,b£  qf{l"'m  i  1—r)  .3- 

Btrm[y{ar,tb,,i  \t,  l-,n)  \{r,s),  l-n'.l-n\  =0 
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^    3-1     ms  N^+l .  ae  qf  1-//^  r). 

Dtrm[rt;"-'|(r,.s),  l-m  i  1-m]  =  ri\n[{a-cQ\fi,  l-(r-l)]|r,  2-mj 

I  Vandermoxde  ParisM.  a.l772  p.518  ;   Caughy  a.l821  p.426  } 

•2     ms  N,+l  .3.  Dtrm[r'|(y,N),  l-'Jii  l-m]  =  U{r\  |r,  l-m) 

•3     IIp-l   .2).  J)trm|[v(a,  N^^r/N^r^.s/N,)]|(/vs),  \-mi\-'m\ 

=  n{a,  1-//0         }  Mansion     Con-N.  t.4  a.l878  p.l09  \ 

Dvr  mit  0    ^     4.     //?£N,+1  .3 

•1     Dtrm(Dvr,  l"'ui  i  1-/;/)  =  77(0,  1-///) 

=^,iin\(l-/pfE(»VP)\P,  Np^l-//jj 

I  Smith  a.1876  t2  p.l61: 

«Let  (î?i,>0  dénote  the  greatest  eoinmon  divisor  of  the  intégral  numbcrs 
m  and  n  ;  and  let  i/^(?n)  be  the  number  of  numbcrs  not  surpassing  vi  and 
prime  to  ?»;  the  symmetrical  déterminant... 

Z+(l,l)(2,2)...(w,m) 
is  equal  to  V^l  X  V'2  X--.X  V'(*«)- »   I 
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Dtrm! mit,  l'--miV--m\  =  in\n\[{l—pfE{i)i/p)]\p,  Np'^  1-;hj 
I  Smith  a.l876  t.2  p.l63  j 

lim     ^  6.     a£qf(N,!N,)  .3 

•0     Dtrm(«,  N^INJ  =  lim  Dtrm(a,  l-n  i  1-n)  |n  Df 

•I     77(mod  ar,r  \r,  N,)  êQ  .  v[mod«,  (N,iN,)'>  (;-,.s)3(r-— .s)]  êQ  .3 
Dtrm(rt,  N,:N,)  £q  j  Koch  AM.  t.l5  p.53,  t.l6  p.217  } 

D    ^  7-1     a,b£q.a<h..f,g,h,T>f,I)g,Bh£qFa'-'b  .3. 

a  ri-6'>£('3ÎDtrm[(D/'^:(;,D5r^,D/iic),  {fa,ga,ha),  {fb,gb,hh)]  =0\ 

[     k  =:  Dtm[(/cc,  gx,  hx),  {fa,  ga,  ha),  {fb,  gb,  hb)]  \x  -ZD- 
ka  —  kh  =  0  .  §D  P4-3  .D.  P        ] 

Continuation  :  §Sul)st  ô  .  §q'  8. 
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§82    lin     Subst     Sb 

+  X  q„  cont     ^^  1.     )n,n,2)S^i  O-'-     "'^     /£  (q^Fq Jlin  •=: 
f£  (q,„Fq  J^'oi^t  :  nyjsq,,  .Z)x,ij.  fi-r+y)  =  f-^+fl/  F)l 

PIO.  Xous  dirons  que  /"est  un  complexe  d'ordre  ?/;,  fonction  linéaire 
des  complexes  d'ordre  n,  si  la  fonction  de  la  somme  est  la  sonnne  des  fonc- 
tions correspondantes.  Nous  ajoutons  la  condition  que  là  fonction  soit 
continue  pour  en  déduire  la  Pl-19. 

Les  fonctions  linéaires  s'appellent  aussi  distributives. 

Nous  définissons  (P-2~)  la  somme  de  deux  fonctions  linéaires,  qui  est  une 
fonction  de  la  même  espèce. 

Le  produit  (P-3)  des  fonctions  a  été  déjà  défini  dans  §f.  Il  a  nécessai- 
rement les  propriétés  distributive  et  associative,  mais  non  la   commutative. 

/;^,^£  (q„  Fq  Jlin  .  ^,y£q,^    -3      '1     f{x+i/)  =  fj:-{-f!/ 
•  ]  1  /O  =  0  [  P-1  .  //=:0  .3.  /"uT-f-O)  =  A-  +  /"O  -D-  P  ] 

•J2  ksN^ .  U£  q,  F  1-7.-  .3  f:iH  =  ^fa  [  P-1  D    P  ] 

•13  ksN^  ~).  f{kx)  =  kfx  [  P12  .  u—i{ixF  l-k)  rj.  P  1 

•14  f—X  =  —fx  [  {—X  I  /y)P-l  .  P-11  .D.  0  =  fx^f-x  O.  P  ] 
•1 3  /een  .3-  A^  =  ^A-  [  P-13  .  P-U  .13.  P  ] 

•16    k£^,   .3   f{x;k)  =  {fx}'k  [  {xlk)\x]F-Vd  .-D-  P  1 

•17  k£^,  .  ten  .3.  f{l/k)x  =  {l'K)fx         [  p-15  .  P-16  .Z).  p  ] 
•1 8  ksr  3.  fkx  =  kfx  [  z=  P-17  ] 

•19    keq  3. [  Hp  rj.  fs  (qmFq„  )cont  .3. 

fkx  =  lim[  f{lxi\L  r,  k]  =r  lim-  Ifx  \l,  r,  k  )  =:  kfx    ] 
•2     f+g  =  {fx+gx)\x    Df  '^i  f+9  s  {q,jqjlm 

[   Hp  .  x,yequ  .D-  {f+g){^-\-y)  =  f[x-\-y)  +  ff{3c+y)  =  fx+fj+gx+yu 

=  fx-\-gx+fy+yy  =  {f+y)x+{f+y)y    ] 
•22  f+g  =  g+f  ^23     {f-\-g)+h  =  f+ig+f^)  =  f+fZ+h 

f/'£  (q,HFq  Jliii .  g,g'£  (q,Fq,Jlin  .  ksq  3.     -3     gfe  (q^.Fq Jliii 
[    Hp  .  x,y£qn  .  §f  P2-2  .3.  UjT{x^-y)  =  y[f{X+,j)]  =  yifx+fy)  =  y{fx)+ 

g{fy)  =  ygf)xMgf)!l     ] 
•31   g{fJf.f')=jfJ^gf'  .  {gJrg')f=gn(lf 
•4     k={kX,q,)     Df         •■il    ^£(q,jqjliii  •■i2     fk  =  kf 

La   multiplication   i)ar  un   nombre  réel  est  une   fonction  linéaire. 

•3     fx  =  l\  [f\imt{)i,r)\x,.  \r,  \'-n  \ 
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^     2-0     n£N,  .3.  Subst  q,^  =  (q,FqJlin  Df 

P2-0.  Nous  appelons  «  Substitution  des  q»i  » ,  abrégé  on  t  Subst  qn  »  tout 
q»  fonction  linéaire  des  q»» .  Nous  définissons  le  module  d'une  substitution, 
et  (P6)  l'exponentielle  d'une  substitution. 

Les  substitutions  ont  une  «i'rande  importance  dans  plusieurs  théories.  Une 
exposition  moins  sommaire  est  contenue  dans  mon  «  Calcolo  geometrico  » 
a.lHS.S  p. 141-170.  Ici  elles  ont  principalement  pour  but  d'introduire  les 
nombres  imr.g'inaircs. 

neNj .  af),CE  Subst  q.^ .  ^eq  .  'T,j/£q^^  .3. 

•I     a{œ-\-y)  =z  ax-{-ay  .  «+/;£  Subst  q,^  .  {a-\-h)x  =z  a.x-\-bx 

•2     a-\-b  =  b-\-a  .  a-\-(b+c)  =  ia+b)-\-c  =  a-^bi-c 

'3     {ab)x  =:  a(bx)  .  ah  s  Subst  q,^ 

•4     a{b-\-c)  =  ab-\-ac  .  {a-\-b)c  ^=  ar-{-bc  .  {ab)c  =  aibr)  =  abc 
1^  -5     iûeN^  .3-  a'"  £  Subst  q,^ 

mod    ^  3.     /2£Ni  .  aJ)E  Subst  q^^  .  J^£q,, .  /i£Q,  .3. 

•0     moda=^max][{modax)/{modx)]\x'{q^^'iO)  \  Df 

•1     moda  £Qo 

[xs  qn  -fO  .  ?/=  xlmodx  .^J. 

ysqn  .  modz/  =1  .•  (mod  axjjmodx  =r  (mod  «.y)/modî/  (1) 

(1)  -D-  (mod rt.r  i/mod.x  \x  '(qn  -<0)  =  (mod«x)/modjc  \x  '[qnny3(mody)=l] 

(2) 
[(modax)/moda;]|.x  £  Q|,f[qnn/y3(mod//=l)]cont  (3) 

(3)  .  §cont  Pl-3  .  (2)  .  P-0  .3.  P  ] 

•11     modaoî^modamod^  [PO.  Pi  .3.  P] 

•12     moda=0  .=.  «=0 

•2       mod(«-f?;)  ^  modrt+mod?; 
[  Hp  .  xsqn  .  P2-1  .3.  mod  ((7-f?;).r  =  mod{ax-\-bx) 

.  §qn  P3-2  .3- ^modax-{-modbx 

— — ' .  P-11  .3. ^  modo  mod.x-f-mod6  modcc 

^  (moda-j-mod6)modx  (1) 

Hp  .  (1)  .3:    xsqn  .3.  [mod  (a-}-ft).r]/modx  ^  moda-j-modô  (2) 

(2)  .  P-0  .D.  P  ] 

•21     mod(/.-n)  =  A- moda 

•3       mod{ab)  ^  moda  modb 
[  Hp.a-sq».  P-i  .3. 

mod[(a6),r]  =  mod[a{fjx)]  ^  modr?  mod  to  ^  mod^f  modo  modcc 
Hp  :  xsqn  .3.  [mod  ((76),r]/modx  ^  moda  modo  :  P-0  O.  P  ] 
•4     m£N,  .3.  mod(^"')^(moda)"'  [  P-3  .3.  PI 
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Sb     ^  4.     ois'N,  .  n,v8  qF{l-n  i  1-n)  Q. 

•0     Shii  =  )[[  l{i(r,sxs  |.s-.  1-/^  ]\)\  l-'u  ]\.r,  q,^  j  Df 

Soit  u  une  m.atrice  carrée  d'ordre  7J.  Par  Shu  (substitution  déterminée 
par  la  matrice  tt)  nous  indiquons  l'opération  qui,  à  un  complexe  ce  d'ordre 
n,  fait  correspondre  le  nombre  complexe  dont  l'élément  de  rang-  s  est  la  fonc- 
tion linéaire  2{ar,sXr\r,l---n)  des  éléments  de  ce. 

•1.  Shii.  est  une  Subst.     -i.  Toute  Subst  est  représentée  par  une  matrice. 

•01>C£4,^  O-  (Sb^^.r  =  \[^{ar,sXs  l-s,  l-n)]\r,  l-n\ 

•1     Sbw  £  Subst  q,^ 

•2     Sb«  +  Sbr  =  Sb(^;+r) 

•3     (Sbr)(Sb^O  =  Sh[  1{u,.,h.^  \q,  l'-n)  \{r,s),  l-n  i  1-n ] 

•i     «eSubstq,^  .3-  «=  Sb|  f«  imit(/?,N)]J(r,.s),  1— /^  1 1—;^  { 

Dtrm     ^^  5.     ?2£N^ .  a,b£  Subst  q,^  .  us  qF(l-;^  :  1-/;)  .'^. 
•0     Dtrma  =  Dtrmî  [a  unit(»,.s)]  |(r,.<;),  1-n  :  1-/?  {  Df 

•01  Dtrm  ri -^0  .3-  ^' £  (q„Fq,  jrcp 
•02  x£  q„  -iO  .  rt.r  ^0  .^.  Dtrmrt  =0 
•03  Dtrma  =0  .=.  a  q„  -«0  ^  a?3(rt.^  =0) 

Dtrma  =0  .=:.  a  e.st  un  diviseur  de  G  (Teiler  der  Niill,  selon  WeierstrassV 
•04  Ji£q  .  x£  qn  'iO  .  «J3  =  hx  .3-  Dtrm(r/— //)  =0 
•  1     Dtrm(rt?>)  =  Dtrmrt  Dtrm& 
•Jl   y/i£Ni  .3  Dtrm(a'")  =  (DtrmrO'" 

•2     Dtrmrt-=0  O-  rr'  =  /rtr=?Substq,^'>:;3(r^^=irl)         Df 
•3     Dtrm  Sb^'.  =  Dtrm/^ 

•4  i^hur'  = 

Sbj  (— l)''"^Dtrm[i(,  ^••/i-ir  i  l-;?.-/,.s]  |(r,.s),  l-;i  i  1-m  {/Dtrm^ 
•î»     .r,.v£  q,^Fl— ;i  .  Dtrmj?-=0  .33. 

j//iX?  :^  7  Subst  J3[  >•£  !•"//  .3,.-  ^^(•^'■'■)  =  ]/>'  \  Df 

j  Ex.  :  S>vct  P60  i 

•6     îïsNi  .  H£  qF(l^^^;i  i  l-->i)  .  Dtrm  n  -=0  .  ?/£q,^  .3' 
a:£q,^  .  (Sb^<),r  =  y  .=.  j'=:  (Sb//)"'// 

lim     ^^     6-0     a£  (Substq,,  )f N"o  Q. 

lima  =  7  (Substq«  )  '^  b3[x£qn  O,--  li»''(^'-*')  =  ^^-^J        D^' 
•1      /'£qf(l-»U-//lN„)  O. 

limlSb[w(/vs,0  \{r,s),  l-ni\-n\\  \t  = 
Sbj[lim  t<r,s,0  l^J  \0\s),  l-)i  :  1-//J 
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e     ^     7.     neNi  .  a,b£  Substq„  .^. 

•0     e"  =y[ia'y)i\)  1»,NJ  Df 

'1     e/' £  Subst  q^^ 
[     Hp  .  P3--4  .  rsNj  O-  mod{ar  /r!j  <  (inoda/  /  r\  (1) 

Hp  .  §e  P2-1  O.  i:[{moday  jrl  \r,  Nq]  sQ  (2) 

Hp  .  (1^  .  (2)  O.  ^iinodCr/T  /  r!)  \r,  No]  sQ  (3) 

Hp  .  (3)  .  §q«  25-1  O-  ^['d''  I  ri)  \r,  No]  s  Subst  qu  '4) 

(4i  .  P-0  O-  1'     ] 

•2     abz=ba  .'^.    e"^''z=ze"e'     .     be"  =  e"b 
D     ^     11.     (Subst  qJqJ§q,,P31 
^     12.     h£  Cls'q  .  (5A-=/,-  .  u,r^Bi(,Dr  e  (Subst  qjF/.-  .  cœq  .'^. 

•1--2  =  §q„P32-l--2  -3     D(?^r)  ==  ^fDr  +  (D«)r 

•4     DtriiH?  -=0  .3  D  (>-'  =  —H-\DH)(r' 

¥^     13. 

•1     as  Subst  q,^  .3  l\a''  D'[  Dtrm(r?— /O  |//,  q,  0]/r!  \r,  0-)i\  =0 

J  Cayley  LondoiiT.  a.l858  ;  Papers  t.2  p.475  j 
T)en\  :  Lag-uerre  JP.  t.25  a.l867  p. 215,  Frobenius  JfM.  t. 84  a. 1878  p.l, 

Berlin  Ber.  a. 18%  p.601. 
L'équation  algébrique  à  laquelle  satisfait  la  Subst  r/  est  dite  "  l'équation 

caractéristiqiie  ",  "  latent  équation  de  Sylvester  ". 

•2     /«£qF(l"-//  ;  l-"n)  :  7%s£0"'n  .Z)r,s.  Ur,s^=  iis,r  3- 
a  (q  f  1-/0  ^  .r3\  hsq  .3 .  Dtrra(Sb/<  —h)  =  n[{xr  —h)\r,  V'-n  ] 
I  Lagrange  BerlinM.  a. 1773  p.108,  pour;^  =  3;  Cauchy 
Exe7-c.  a.  1829  t.4  p.  140  j 

Le  déterminant  (tableau)  u  qui  satisfait  à  Hp-2  est  dit  «  s^'inétriqiie  « . 
L'équation  Dtrm(Sb«— /^i  =r  0  est  dite  «  l'équation  séculaire  ». 

^     14-1     ae  Subst  q,^  .  œeq  .3.  D(e"'''|j:.',  q,  x)  =  ae"-" 

•2     ae  Subst  q,i .  x£  q»  Fq  .  Dx  =  ax  .  tsq  3-  ^^  =  (.î'0)ep*(rt/) 

L'équation  Dxz=:ax  représente  le  système  de  n  équations  difîVM-entiellcs 
linéaires  homogènes  k  coefficients  constants. 
La  P-2  exprime  la  fonction  (intégrale)  x. 

S     ^  Un     ?i£  (Substq,,  Fq)cont  .  rt£q  3  -ï'S  q-»  Fq  .  D.r  := 
ux  .  xO  =a  .=.  x=  l[][^{up,ez)  1  J]  \r\''  \r,  NoJa 

Cette  formule  donne  le  développement  eu  série  toujours  convergente  dc' 
l'intégrale  d'un  système  d'équations  ditt'érentielles  linéaires  A,  coefficients 
variables.  Voir  TorinoA.  a. 1887,  MA.  a. 1888  t.32  p. 450,  TorinoA.  a.l8;iT, 
Encyclopîldie  t.2  p.  199. 


171 


§83     i  =  (unité  imag-inaire)     q'  =  (nombre  imaginaire) 

Sb    ^1-0     i  =  Sb[(0,  -1),  (1,  0)j  Df 

•1     'JC,y£q  .]3-  H-v,!/)  =  (—!/,  ^^O         '-  i  £  Subst  q^ 
•3     r^  =  — 1  J  BoMBELLi  a. 1579  p.l69: 

«  più  di  meno  [\J' — 1  ]  via  [x]  più  di  meno  [\|(— 1  ]  fa  ineno  [=—1]  ».   : 
•4  mod  i  :^]  '5  Dtrm  i  =1 

^     2-0     q'  =  q+iq  ^  Df 

x,y,œ',y'sq.a,b,C£q   .^.         '1     œ-{-vj  s  q 
•2     œ+iy  =  x'+vj  .=.  x  =  x'  .y  =  y' 
[    x-\-iy  =  x'-^iy  .3  x—x'  =  Hy'—y)  O-  {^—x'r  =  —\y'-y'  O- 

{x—xy+ijj—y'T  =0  o-  a;=j?'  •  ^=j/'    1 
•3     {.c-j;;\y)-\-{x-Hy')  =  (.r+ir;')+iO/+.vO 

•31   a-\-h£q   .  a-\-b  =  h-\-a  .  a-\-{b'{-c)=^  {a^h)-\-c  =  a-\-h-\-c 
•A     (x-\-\y){x'-\-\y')  =  {xx'—yy')-\-\{xy^x'ij) 
•41  ab  £(\   .  ab  =  ba  .  a(b-{-c)  =  ab-^ar  .  a{bc)  =  {ab)c  =  abc 
•42  ab=Q  .—.  a=0  .w(.  b=0 
[  x,y,x,yeq  O-  (x^hjXx' -\-iy  )  =0  .=.  xx'— ?/?/' =0  .  a;«/-fx'i/ =0  .=. 

(cccc-.yy  )^+(aî^'+a3'«/)»=:0  .=.  ix'-^y-'){x"-^y'')  =0  .=.  a3*+//»=0.w. 

cc'--|-.y'-=0  .=.  x=0  .  y=0  .w.  x=0  .  y'=0  ] 

•43   (q'  I  n)  §X  P8 

•5     x'+f  ~=zO  .Z).  A^+il/)  =  {x-iy)/{j^+y') 

•M   (q'  I  r)  §'  P40 

•fi     meX,  Q.  a'"  £q  •61   (q'  j  n)  §[^  Pll-14 

Xofe.   Nous  définissons  l'iinité  imaginaire  comme  la    substitution    repré- 
sentée i)ar  la  matrice         I"  0     —1  j 
[l       0     J. 

L'unité  imaginaire,  «più  di  meno»  de  Bombe lli,  a  été  indiquée  d'abord 
parvj— 1,  et  ensuite  par  i  (Euler  dans  vm  Mémoire  présenté  à  PetrA.  a.  1777 
et  publié  dans  Cale.  Integr.  a. 1794  1.4  p. 184). 

Les  q'  sont  de  la  forme  x-\-iy,  où  x,y£q.  Ils  s'appellent  eu  général 
«nombres  imaginaires»,  et  se  présentent  dans  les  calculs  connue  des  sub- 
stitutions des  qj.  Gauss  a. 1831  a  changé  le  nom  en  «  nombres  complexes  »  ; 
mais  il  ne  faut  pas  les  confondre  avec  les  q^,  que  nous  lisons  «  nombres 
complexes  d'ordre  2  ». 

En  effet  nous  multiplions  les  substitutions,  tandis  que  nous  ne  multiplions 
pas  les  nombres  complexes.  Un  nombre  imaginaire  est  déterminé  et  détermine 
un  couple  de  nombres  réels,  mais  il  ne  coïncide  pas  avec  ce  couple. 

Cela  résulte  aussi  de  l'interprétation  géométrique  des  complexes    et  des 
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imag-inaires.  Les  vecteurs  se  comportent  exactement  comme  des  nombres 
complexes.  Voir  §vct  11-7.  Les  produits  intérieur  et  extérieur  des  vecteurs 
ne  sont  pas  des  vecteurs. 

L'unité  imaginaire  se  comporte  comme  un  Ilotor,  §vct  600,  cas  particulier 
des  quaternions,  qui  sont  des  opérations. 

Les  A.,  qui  considèrent  les  q'  connue  des  couples  de  nombres  réels, 
prennent  comme  Df  de  :=,  +,  X  les  P2-2-3-4.  Alors  la  Df  du  X  se  présente 
comme  artificieuse  (Encyclopédie,  p. 151)  et  ces  définitions  ne  sont  pas 
indépendantes,  car  des  -3  et  -4  on  déduit  la  -2,  comme  résulte  de  la  Dm. 
qui  l'accompagne. 

Contre  la  façon  d'introduire  les  imag'inaires  pour  satisfaire  à  une  question 
impossible,  et  qu'on  renconti'e  aussi  quelques  fois  pour  les  nombres  négatifs 
et  les  fractionnaires,  Gauss  a. 1799  t. 3  p. 6  a  dit: 

«  Quodsi  quis  dicat,  triangulum  rectilineum  aequilaterum  recta ngulum 
impossibile  esse,  nemo  erit  qui  neget.  At  si  taie  triangulum  impossibile 
tanquam  novum  triangulorum  genus  contemplari,  aliasque  triangulorum 
proprietates  ad  illud  applicare  voluerit,  eequis  risum  teneat  ?  Hoc  es.set 
verbis  ludere  seu  potius  abuti » 

real  inuig  conj     ^^  3.     oc,y£q  .  a,h£q'  .'^. 

•  0     real  «  ^  ?  q  ^  x3{a—ûL-  £  i  q)  Df 

imag  a  =  7  q  '^  y3{a—iy  s  q)  Df 

conj  a  =  real  a  — i  imag  a  Df 

Le  signe  «  real  »   se  rencontre  dans  Weierstrass  sous  la  forme  R  ;    dans 
les  qixaternions  de  Hamilton  il  a  la  forme  Srziscalar  ). 
Ex.  :  4-5  6-5  16-1  §sin  10. 

"  imag  "  =  "  le  coefficient  de  la  partie  imaginaire  ". 
"  conj     "  =  "  conjugué  "  (Caiichy  a. 1821). 

i     re£il{x-\-bj)  =x  .  imag(.^+i//)  =y  .  con}(x-\-'u/)  =  cc—iy 
•2     a  =  realr/+i  imaga 

reeda  =  {a-\-vonyi)/2  .  imagv/  =:  (r;— eoiijrt)/{2i) 
•3     real(«+/^)  =  real«+real/;  .  imag(«4-/>)  =  imagrT-|-imag/> 

conj{^i+'^)  =  couja+conj^ 
i     real  ia  =  — imaga  .  imag  \a  =  real«  .   conj  ia  =  — i  conja 
•o     conj /«  = /conj r^        -9     meN^  .3-  conj  a*  =  (conja)"* 

sj  nI*  -^  -1.  xisq  .>>}j>8^,  -Z)-  '^^  '■'s\*a=zcî'^d'3(x"'-—a)  Dt 
'"sl"^',  qu'il'  faut  décomposer  en  (»»v|*V/,  indiqiie  l'ensemble  des  racines 
»H-ièmes  de  a]  "»vja  indique  la  «racine  principale»,  celle  qui  a  la  plus 
grande  partie  réelle. 

•I      "'^*0  =  tO  -2   ^^-=0  .3-   Xiun 'vj*^  — //i 

•3     X8"'s\*a  .3-  "'Nj*(tii=  j;X"'s|*l 
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•4     x,ys  "^1  .3  œxy,  x/y,  x'\  x~'\  couj^  e  '"vf  l 

Continuation  §--tP3"2 
•5     a  -e  — Q  .3-    'vJ^^  =  ^  ('"yj^^(0'^>^3(i'^alj?  :=  max  real  '"vj*«)  Dt 
•6     xsq.îjsQ  O- 

nJ  (^— i.'/)  = i 

V  77     1^  5.  (q'  I  r)  iîvpi  .6.§.TP1.5.§!P2.6-3i  7.8.9 
•1     ;«.£N,  .  a£  q'f(l-;0  .3.  a  q''>.rj[.T'*+  ^(a,.!'""'!-;',  1-;/)  =0  i 
•2     Hp-1  .3  ^{qfi-/i)r^  c.3\x£q    .3.  £c"+2(aX"'' h%  l'"'0  = 

77!(;r-j,)  |,-,  1-;;]!  |   GiRARD  a.l629  fol.  e8  : 

«  Toutes  les  équations  d'algèbre  reçoivent  autant    de   solutions,    que    la 
dénomination  de  la  plus  haute  quantité  le  demonstre  ».! 

Sur  la  bibliographie  de  cette  P  voir  Loria  RdM.  a. 1891  t.l  p. 185,  t. 2  p. 37. 

mod    ^^  6.     HpP3  .3     "l     mod(x-{-iy)  =  s\(x'+y^) 

'  \  i  mod  ab  =  raoda  niodh 
[  x,y,x',y'sq  .3-  mod[:^x-\-iy)(x'-\-Uj')]  =  mod[xx'—yi/'+ij(-y'+x'y)]  = 
4_{x.x'—yyT-{-(xy'-{-x'yy']  =4'X--^y-y._x"-{-y-)]  = 
mod{x-\-iy)  X  mod(.T'-j-i(/')  ] 
•2     iiisN^  .3-  mod(/'^"')  =  (modr^)'' 

•3     mod</  =  y|  [(reak/)*+(imaiiY/)*J  =  vj  (c(Xcon]a)  Dfp 

modr(  =1  ,3-  conja  =  /a 
Lm  lira     ^^  10. 

•1     7(£  q'fN,, .  rt£q' .  l(>t,^a"  \n,  NJ  eq'  .  J?£q' .  mod.^'  <! mode/  .3- 
:l(^/.,X' |«,  N„)  £q'  I  Abel  t.l  p.22o  ; 

•2     us  q'f  Nu .  «£q' .  oc  -£  Lm(mod«^^^a")  |  n  .  xsq  .  mod^  <;  mode/ .  3  • 
liu^x'*  |?z,N„)  £q' 
On  appelle  :  rayon  de  convergence  de  la  série  Hiun  «"  |«,No^ 

1=  l'modlq'  r^  a3[Z(un  a"  |»,X,P  ^  q'ii 
cercle  de  convergence  =  q' '>.r5(niod.r  <  rayon  de  convergence'). 
•3     UE  q'-(^-l)  FNo .  3mod^<  £  Q  .3.  77i(l+^^,.)  \r,  N^]  £  q'  -^0 

I  Weierstrass  a.l856  t.l  p. 176  { 
•i     >(£  q'fNo  .  «£q  .  liuji''\)i,  Np)  £q'  .3. 
limfv(^<,.ï;'*|;i,N,)  |^,  Oa,  a]  =  l{nji"  \u,  N„)      J  Abel  t.l  p.223  { 
•o  r/,?;£q  .  reala<real?; .  h  -£  — N^  .3.  n[(a-\-r)  (b-\-r)  \r,  N,]  =0 
D     ^^     11-13     (q'  I  q)  §D  Pl-3 
e     ^     14.     rr,.v£q.  r?,/>£q' . ///£n  .3- 
•I     e"^''  =  e"e''  -2     c~"  =/e"        (e")'"  =  e"'" 

•3     mod  e"  =  ef^(realrt)         -4     raod  c""  =  1   .  conj  c'''  =  e"^"^ 


174 


^     15-1     .7'sq'  .'^.  D{e''\œ,q',.r)  =  e'' 
•2     ocsq  .^j).  D(e'''  |.r,  q,  x')  =  ic*'" 

—  .  ns^i  .3  D"{g^  \x,  q,  j')  =  i"e'^ 

^     16-1     asq  .  realrt>0  Q.  S(e""'|.r,  Q)  = /a 
Dtrm     20-1     ;2£Nj .  as  qF  0-;^  Q. 

Dtrm|rt[re.st(/-+.s,  n)\  \{ryS),  (0-/t  i  0-;/)|  = 

n\l{aX\nO-n)\x,  "^VM 

}  J.  W.  Glaisher  a.l879  QJ.  t.l6  p.31  | 

Le  déterminant    tableau)  qui  tigure  dans  cette  P  est  dit  «  circulant  ». 

^     21-0     k  =  Sb[(l  ,  0) ,  (0  , -1)]  Df 

•^-2/^^q  O-  k(.r,?/)  =  (.r,  —V)         k£  Subst  <), 

k*  =  1  mod  k  =  1  Dtrm  k  =  —  1 

•1     ik  =  -ki  (ik)'=l 

w,œ,y,z,iv',of\j/,z',2),q,r,s:£q  .  a,b8  Subst  qj  r^: 

•2     w-{-xi-\-yk-\-z\k  =  Sh[(w—y  ,  j--]-z)  ,  {z—x  ,  ?'"—//;] 

Sb[(p  ,  q)  ,  (r  ,  .s)]  =  [(i9+.s)  +  {q-r)\  +  (y)-s)k  +  'V^-/-)ik]  2 

Subst  qj  =:  q+qi+qk+qik 

tr+ri-f //k+jik  =  'r'4--'''i+//k4--'ik  .^.  ?r=*';' ..r=a'' . 

//=?/  .  ^=3' 
•3     real  a^i  q'^  w3{a—io  e  qi+q^^+qil^)  Df 

real  a  =  (a—iai-\-kak-\-\kmk)  4 

a  =  real  a  —  i  real(irt)  +  k  real(kf/)  +  ik  real(ikrt) 

real(?i5-|-'ri+yyk+-ik)  =  w  Yeal(a-{-b)  =  reala  +  real  b 

rea\(ioa)  =  /'•  real  a  real  (ab)  =  real(&rt) 

•4     Dtrm(;/;+.>-i+//k+aik)  =  ,r'-\-.r'—,f—z^ 

ft"  —  2rt(real  a)  +  Dtrm  a  =  0 

Dtrm(e[^«)  =  el^(2  real  ^0 
•3     ei-^"  =  (ea-  +  e-z")  2  +  k(e^'  —  Q--r)  2 

La  substitution  k  ne  fig'ure  plus  dans  la  suite.  Ces  formules  sont  exjwsées, 
sous  forme  géométrique  dans  "  Trasfnnnazioii  lincari  <Iri  VoUori  d'un 
piano,  TorinoA.  a.  1805  ". 

Toute  Subst  des  qj  est  une  combinaison  linéaire  des  4  Subst:  L  i,  U,  ik. 
Le  Subst  de  la  forme  q+qi  sont  les  nombres  imaginaires,  q'  ;  elles  s'ap- 
pellent aussi  "  similitudes  directes  ". 

(q+fli)k  =  "  similitude  inverse  " 

qi+qk+qil'^  =  "   involution  " 

q -fqk-j-qik  =  "  dilatation  " 

ef^iiqi  =  "  rotation  "         kef^i^iq)  =  "  symétrie  ". 
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§84     .T 

e     i     ^^     1-0     .T  =  mm[Q'>^3(ei^  =  — 1)]  Df 

Le  nombre  -t  se  présenta  d'abord  comme  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre.  Ce  signe,  introduit  par  Jones,  adopté  par  Euler,  est  dévenu 
ensuite   d'usage   commun.    Il    est   la   lettre   initiale   du  mot  negif^ergoç. 

•1     7z/4:8{S/9)'-2eX-'  jAHMÈs  a.-2000: 

N.41.  «  9  (  diamètre  du  cercle) .  9/9  =1  .  9—1  =8  .  8x8  =64  (aire  du  cercle)  » . 
N.42.   «  lu  .diamètre)  .  10/9  =  1+/9  .  10-(l+/9)  =  8-f  2/3+/6+/18  . 
(8+2/3+/(3+/18)-  =  79+/108+/324  (aire  )  » .  ! 

•2     3+l/7>-T>3+10/71 

I  Archimedes,  Dimeimo  cuntU  P3: 

ïlarrbg  xvxlov  f]  neQÎaeiQOç  Trjç  ôiajuéroov  jQinlaoicov  êori,  y.al  etl 
v:Teoéyn  èlâooovi  jukv  f]  i^Ôofico  /léoei  rfjç  ôiajuéToov,  nei^ovi  àe  i]  ôéxa 
ê^ôo/a]y.ooTOjiioroiç.  j 

•3     jr£3+8x60"'+30x60~'— ^60~'  1  Ptolemaeus  t.l  p.512: 

...Tov  loyov  rcov  TteoijiéTQon'  Trgbg  ràç  ôia/nérgovç  ovtoç,  o  exei  rà 
7"  ?;  T  JiQOç  rb  ev.  \ 
•4     71  £  6283Ly20000  -  ^X"*  |  Ary abhata  p.399  : 

«  Ajoutez  4  à  100,  multipliez  par  8,  ajoutez  encore  62000,  voilà  pour  un 
diamètre  de  deux  myriades  (ayutâs)  la  valeur  approximative  de  la  circon- 
férence du  cercle  »  | 

•3     377/120  >7r>  333/106 

I  A.    Anthonisz,  voir  BM.  a.l888  p.36;  a.l889  p.84  | 
jt  £  355/113  —  ^X"'  î  A.  Metius  a.l625  p.88  | 

•6     TisQ-R  I  Lamhekt   />Vr//y?3/.  a.l768  p.265-322  j 

•7     jt^-'eU  }  Legendre  Géoiiiéfrlc  a.l794  note  4  j 

•Si  7x£  ^(l+g(3)+^(9— 3vJG)— ^X~'  I  Mascheroxi  a.l798  p.248  | 
•82  71  £  9  o  +  3/vJ5  —  0X"*  !  ViETA  a.l593  Opéra  p.393  j 

•83  71  £  ^(40/3  —2^3)  -\-10yr'  \  KOCHANSKI  AErud.  a.l685p.398  | 
•84  71  £  (13vJ146);50  +0X"'  I  Specht  JfM.  a.l828  t.3  p.83  | 
•83  7t  £  (501+80^10)/240  — ^X"'' 

J  Gergonne  Ami.  a.  18 17  t.8  p.252  j 

Nofe.  —  Les  P-83  -84  donnent  des  constructions  géométriques  assez  simples 
pour  .T  en  observant  qxie  : 

v|(40/3-243)  =  g[4-f.3-/v|3y-']     ;     >  l-î\|l-16 '/50  =  ;13/10  >J[l-f  (ll/ô;-']  . 
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i  LiNDEMANX  a  1882  ^lA.  t.20  p.213; 
cfr.  GoKDAN  a.  1893  MA.  t.43  p.222  j 


14159  2(3035  89793  238  t6  26433  83279  50288  41971  69399  37510 
58209  74944  59230  78164  06286  20899  86280  34825  34211  70679 
82148  08651  32823  06647  09384  46095  50582  23172  53594  08128 
48111  74502  84102  70193  85211  05559  64462  29489  54930  38196 
44288  10975  66593  34461  28475  64823  37867  83165  27120  19091 
45648  56692  34603  48610  45432  66482  13393  60726  02491  41273 
72458  70966  06315  58817  48815  20920  96282  92540  91715  36436 
78925  90360  01133  05305  48^20  46652  13841  46951  94151  16094 
33057  27036  57595  91953  09218  61173  81932  61179  31051  18548 
07446  23799  62749  56735  18857  52724  89122  79381  83011  94912 
98336  73362  44065  66430  86021  39501  60924  48077  23094  36285 
53096  62027  55693  97986  95022  24749  96206  07497  03041  23668 
86199  51100  89202  38377  02131  41694  11902  98858  25446  81639 
79990  46597  09081  70029  63123  77381  34208  41307  91451  18398 
05709  85  . . . 

Note.  Le  nombre  jt  a  été  déterminé  par 

Vieta  Canon  mathematicus,  Liitetiae,  a. 1579  p. 15             avec      9  décimaux 

Adrianus  Romanns  Ideœ  Math.,  Anvers,  a. 1613             »  15  »       » 

Ludolphiis  a  Ceulen  (de  Cologne)  a.l615  p. 144                »  32  »       » 

Gricnberger,  Elément  a  Trtf/onometrica,  Rom  te  a.  1630  »  39  »       » 
Sharp  a. 1699  (publié  par  H.  Slierwin,  Mathematical 

tables  a.  1705  p.59 1                                                                      »  71  »       » 
Machin,    (publié    par  Jones,   Synoj).sL'<  Palmarlorum 

Mathe,seos  a. 1706  p. 243,  qui  le  désig-na  par  la  lettre  .t1  »  100  »       » 

Lagny,  Hist.  de  l'Acad.  des  Se.  de  Paris,  a. 1719  p.l44    »  112  »       » 

Veg'a,  Thésaurus  Logarithmorum,  a. 1794  p. 633                    '  136  »       » 

Thibaut,   Grundriss  der  reinen  Math.,  4.  éd.  a. 1822  p. 312  »  156  >»       » 

Dahse  a.  1840;  JfM.  a.l844  t.27.  p.l9S                                 »  200  >       » 
Clauseu    a. 1847    (publié   par   Schuhmaclier,    Asfrono- 

viLsche  Xachrichten  t. 25  col. 207)                                             "  248  >>       » 

Jiivhtctr,  Archires  Math.de  Grunert,  n.lS^-o.  t.'2\,  ]^.\\9     »  330  » 

Rutlicrford,  LondonP.  a.l.s53                                                  '  440  . 

Sh.-mks,              »              »       n          „         .                               -  r.;i0  ^       » 

«     a.  1874,  t.  23,  p.45     .  707  » 
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imn    it  I  I 


Le  calcul  de  n  en  base  2,  proposé  plusieurs  fois  par  Leibniz  (Opéra  a.  1768 
t. 3  p. 521,  547,...),  exécuté  par  Jacob  Bernoulli,  a  été  publié  sous  forme 
inintelligible  (a. 1705,  Leibniz  MathS.  t.3  p. 97). 

^    2-1     e2.Ti    =1  e-^i  =  —1  e-^i/2  =  i 

e--Ti/3  =  {l+iv|3)/2  e-Ti/4  =  (l+i)/^2 

e^-.i/5  =  [l+^5+ig(10-2,j5)]/4         e-i/6  =  (sJ3+i)/2 

e-Ti,/8  :=  [^(2+^2)+i,j(2H^^)]/2 

e-Ti/iO:=  [g(10+2vj5)+i(,j5-l)]/4 

e-i/i2=z[^6+,J2+i(,J6-sj2)J/4 

e-Ti/15  =  e-Ti/6  X  e— -Tï/lO 

==  !g(304-645)+45-l+iU(10+2vJô)+|3-^15]  î/8 

e-i/16  =  i4[2+^{2+^2)]+i^[2-vj'(2+^2)]  j/2 

La  construction  des  polyg-ones  réguliers,  correspondant  aux  formules  pré- 
cédentes, se  rencontre  dans  Euclide  IV  P6-16. 

e^i/n=l[15+  vJ17+  ^{34-2sJ17)+2^[174-3vJ17-vJ(1704-38gi7)]] 

+4il34-2gi7-2g( )-4^[ J]î/32 

I  Gauss  a.  1801  t.l  p.462  j 
e-i/20  =  jg(3+g5)+#H5)+i[sl('^+4^)-vJ(5-sjô)[!/4 
e.Ti/30  =  |^(l8+6g5)+^J(10-2g5)+i[vJ(30-6^Jô)-^J(6-f245)]  |/8 
e-i/60  =  }^(5-f4o)+^(9-3>J5)+g(15+34ô)-^(3-^ô) 

+i[      .  »         _        .  .        ]i/8 

•2     ns^,  .3  "-^H  =  [ef^(2//L-Ti//?)]  \m  '  0'-{n—l) 

•3     nsN, .  xsq'  .3  x"—l  =  n][x—e l^{2m7T\/n)] [ni, 0-(n— 1)} 
x"+l  =n][x—el^[{2)n+\)7T\/n]]\m,0'''{n—l)\ 
I  Cotes  Rogerus  a.l722   p. 114  j 

lim     ^     3-1     71  =  2/n\[{4/2+x)\xrO\n,l^,\ 
I   ViETA  a.  1593  Opéra  p.400  : 
«  Sit  ...  diameter  1.  Circulus  IN.  Erit    -^  ad  IN,  sicut  |/'^  ad  unitatem 


adplicatam  ad  id  quod  lit  ex  1   -g- + 1/ ^  ,   in  V -1 -|-1/ 1. -^j/-l  ... 


T.  1901 
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•a     71  =  2(2/1  )  (2/3)  (4/3)  (4/Ô)  (6/5)  (6/7)... 

r=  4/7[(l-n-^)  |n,  2N,+1  ;  .z  2///[(1-m-»)  |n,  2NJ 
}  Wallis  a.  1655  t.l  p.469: 

T^•  •  ,.      ,.  .„        3y3x5/5xTx7X  &c.  9x25x49x81  &c.  . 

«Dicimus,   fractioiioin    illam  -r — - — ,    ,.    ..,    ^, — - —  seu   ^    „, — ,^    „,  ^ —  in 
2x4.':4x<ix6x8X  &c.  8x24x48x80  &c. 

infinitixin  continiiatam,   esse   ipsissimum   quaesitiim   numerum   □   praecise 

ad  quem  ita  se  habet  1,  ut  Circulus  ad  Quadratum  Diametri  »  i 

•3     n/4.  =  l\{-l)y{2n^l)\n,^,\ 

I  Leibniz  a.l682  MathS.  t.5  p.l20: 

«  Quadrato  Diametri    existente  1, 

ni-  ^        11,11,11,11,11 

Circuh  areamfore-3— 3.+y.-y  +  ^-jj  +  j3-j.  +  p=-j9  etc., 

nempe  quadratum  diametri  integrum  demta  (ne  nimius  fiât  valor)  ejus  tertia 
parte,  addita  rursus  (quia  nimium  demsimus)  quinta,  demtaque  iterum  (quia 
nimium  re-adjecimus)  septima,  et  ita  porro.  »| 

•4     7â/Q  =  V  N,~^ 

I  EuLER  a.  1735   PetrC.  t. 7  ;  voir  BM.  a.  1890  p.24  * 
I  Joh.  Beenoulli  t.4  p.21  :         fe    ii^i^iiie     , 

!  Joli.  Bernoulli  t.4  p.24  \  Continuation:  §B'o 

•42  7iy32=l-3~-'+5~'— ...  5.^yi536=l-3"'^+5~'-... 

/  EuLER  a.l748  p.l37  | 

•5     lim(>^!  n~"eV^>0  \n  =  4  (2.-r)  \  StirlinCx  a. 1730  p.l37  j 

•6     î?£N,  .3  C{2n,n)   <  22";vJ(;?.t) 

>  2"-«  /vj [ {n+'2):i]     \  Stirling  id.  p.  1 1  9| 

•7     œscî  .3.  (e"-e~')/2  =  ^(l+^l-T-')(l+j';''2"l-r~^)... 

=:  œn[{l+œ'jt-'n-')  \n,  NJ 

•8     X£C[    -3   (e'-f-e~')/2=:(l+4.cl-r-^)(l+4a;n^-'7r-«)... 

=  /7[(l+4^^l'.-^n  \n,  2No+l] 

I  EuLER  a.l748  p.119,120  i 

Les  fonctions  considérées  dans  FI  et    8  sont  dites  fonctions   «  hyperbo- 
liques »   et  indiquées  par  Shx,  Chcc  (Riccati  a. 1757). 

•9     œsq- nji  .  i'£  (QfNo)decr  .  lim//  =0  .3  l{i(,.e'^  \r,  N,,)  fq' 
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•1     lim\{o,+o^+...+oJ/n'\  \n  =  jr7l2 

•2     lim\{o,n-\-o,'2+...-[-oJn)/7i\\n  =71^6 

•3     lim|(a,  1+0,  4:+...+oJ?i^}/logn\  \n  =  71^6 

•o     lim}(^,  1  +  ^2  2+...+^^^/n)/?z|  |n  =  6'7i' 
•6     limî (^,/l+ 03/4+...+ ^ j>?^)/log>iî  I ?^  =  7^/6 
I  -l'-e  Cesàro  a.l893  NapoliA.  s.2  t.6  N°ll  p.l5  j 

log     ^     5-0     x£  q'-/0  Q.  log*^  =  q''^  ij3{e''=co)  Df 

•0 1 logv^  ==:  7  (log'*^')  ^  y3{—n  <C  iinugy  ^71)      Df 

log-*a;  indique  la  classe  des  solutions  de   l'équation     e2/=:a:. 
logx  :=  «la  valeur  principale  du  logarithme»,  indiqiie  la  solution   dont 
le   coefficient    de   T  unité    imaginaire  est  compris  entre  — n  et  -\-.t. 

•02   \og*X  =  logCC  +  211^ 

•1     logi^=3L-T/2    .    log(— l)  =  7îi 

JEULER  a.l728  (Voir  BM.  a.l899  p.46)  : 

«  Sit  radius  circuli  a  ...  habebis  quadrans  circxili  =7-, — -log(— 1")  »  j 

4\1 — 1 

imag  log  oî  est  dit  "  argument,  amplitude,  azimuth,  anomalie,...  "  de  ce. 

•2     x£(î  .  mod^  ^1  .  œ  -:=  —1  .]3-  l0o(l+^)  =  0!;—oo^/2-\-œ*/S—... 

•3     -log(V4)  =  I(2N,+l)~^+I(2N,+l)-y2+l(2N,+l)-V34-... 

j  EULER  a.  1748  p.  150  } 

•4     log(7ry6)  =  vNp-2+vî,Tp-y2+2Np-y3+... 

i  EuLER  a.  1748  p.235  | 

S     ^     10. 

•i     ^[  /(1+.^-')  I.^,  q]  =  2S[ ,  Ql  =  4S[ ,  e]  =  TT 

•2     S[  /il+x+x')  \x,  Q]  =  S[  /{1-x+x')  \x,e]  = 
2Sf ,  6]  =  27rx3-3/2 

•21  nsq  0.  ^[/{a'i-x^)  \x,  q]  =  jr/a 

22  p/m  .  q-pV-i.>0  O.  Sf/(V+yw+^/)  |.r,q]=Vs|('7-Py4j 
•23  asQ  .  b,csq  .  rfc— ?>'  >0  .3. 

S[/(aa;'+2&^+c)  |rr,  q]  =  Ji/s\{ac—b^) 
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•3     S[  /{l+x')  \x,  Q]  =  ^[x/{l+x')  \x,  Q]  =  2V(3>J:-î) 
•  A     S[  /{1+x')  \X,  q]  ==  S[  ay(14-^x-*)  \x,  q|  =  .-7^2  /2 
•4i    a,&£Q  O.  Si  /[{a'+xW+oc')]  \x,  q\  =  :i/[ahia-\-h)\ 

•42  a,teQ  .3  S!rry[rt''+a;^)(Z>'+£c^)]  ]«;,  q|  =  n/{a-\-b) 

•43  a,&,C£Q  O.  S[/(rt+&a.H^^^'*)  |.^-,  ql  =  S[a-y(rt.'r*+&.r*4-r)  |j:,  q) 

=  VnJ[«^+^«s1(«^*)]  i  Pi-^^'^^  Turin:\[.  a.l820  j 

•5     S[  /{l+x')  \x,  Q]  =  2S[a;y(l+a-«)  |a",  Q]  =  ^[.r'/[i+A  \x,  Q] 

t  -S-^S     EULER  CaZc.  /r?^.  a.l768  t.l  §353  t.4  s.4  §105  î 


e     ^     IM     S(e-a^-^  1^:^  q)  =  S [/sjl-logx)  |a',  0]  =^^ 

\  EuLER  PetrA.  t.l6  p.lll  { 
•2     (X£Q  .3-  S(e— «a^'|rr,  q)  =  \I(.t/«) 
•3     me  n-iO  Q.  Sfe'"^^  \x,  0  "-^  2?r]  =0 
•4     S|  [log(14-^)]/(l+^^)  \x,  e\  =  (V8)  log2 

I  Bertrand  JdM.  t.8  a.l843  p.ll2  j 

^     12-1     a,h£  q'f  N„ .  v(modrt,  N„) ,  v(mod&,  N^)  £Q  Q. 
^(«Xft,  NJ  =  SU(cf,.e--|r,  N„)  x:i;(?>,e-^"|.s,  NJ  j^,  20.^1  /(27r) 
!  Parseval  a.l805  ParisSE.  t.l  p.639;  Id]\I.  a.l894  p.l96 

[  Hp  O-  S|[r(ar  eri^lr,  No)X^(&s  e-si^|.s,  No)]|a-,  2e.t\ 

=  Sl^K  6s  e('--s)i^|(r-,s),  (NoiNo)]|x,  2©;rt 

=  2:tar  hs  S[eC-s)i^|a:,  Wn\\{r;s),  (No^No)!  =  2{ar  fer  2,-i  |r,  Nq)  ] 
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§85     sin  cos  tng     sin  '     cos  *    tng  * 

1^  q  e  i     ^     1.     xeq  .3 

•0     cosi37  =  co;  ^  real  e^-^   .     sina;  =  s:r  =  imag  e^^         Df 
sx-\-y  =  (s^:)+v/  .  sj  2/  =  {soc)y  .  soc^  =  {socf  Df 

cx  =  {e"  +  G^^'^)/2     .     snc  =  (e^—e-^)/{2i)  Dfp 

e^^  =  ca7  +  i  sa?  .  e-'-*  =  ca?  —  i  sa? 
I  EULER  a.  1748  p.  104  | 

•1       sO  =0      .      CO  =1       .      s  —X  =  —SX      .      C  —X  =  QX 

•2     7T^  min  Qpx3{sx  =0)    Dfp 
s{7i—x)  =  SX  .    s{27T.-\-x)  =  SX 

c{ji-\-x)  =  —ex  .     g{2ji-[-x)  =  ex 

Gx^s{ji/2—x)  .     sx^g{jz/2—x)         Dfp 

SX  =0  .=.  ;r£  nn        :     cos.r  :=0  .^.  £ce  7t/2-\-nji 
G{7i/2)  =  0     .     s(;t  2)  =  1 
c(7r/4)  =  s(7r/4)  r=  (^2)/2     .     c(7r/3)  =  /2         i    Voir  §jr  2h   \ 

•3      x'£  (— jï/2)~(.t/2)  .3-  log(crz;  +  is^)  ^  i^ 
I  Cotes  a.  1714  LoiidoiiT.  t.29  p.32  : 

«...si  quadrantis  circuli  quilibet  arcus  [ce],  radio  CE  [1]  descriptus  sinum 
habeat  CX  [sinx],  sinumque  complementi  ad  quadrantem  XE  [coscc]  :  su- 
mendo  radio  CE  pro  Modulo,  arcus  erit  ratiouis  inter  EX+XCnJ— 1  et  CE 
[coscc  +  i  sincc]  mensura  ducta  in  v|— 1.  »  i 

'i     ca;'+Sir^=l 

X£  (-J:t/2  . 3 .      CX  =  ^(  1  — S^  ')      .      S;r  ^  ^(  1  — Ci»  *) 

SX  =  [(-l)^E  {X::i)]s\\l-cx'] 
GX  =  [(-l)f^E(a?/7r+/2)]^[l-S^'] 

•5      — 1  <  SJC  ^  1  — 1  <  CX  ^1 

xsQ^  .3     soG<Cx  .  GX^\—X^/2  .  sx^x—x^/'o 

•6    x^yE  9  n/2  .  x'^y  .3-  ^^  /^  <^  ^V  /V 
I  C.  Ptolealeus  t.l  p.43: 

Xiyu)  yàg,  on,  èàv  iv  xvxXco  ôiayûcdotr  àviooi  ôîo  eùi^emi,  f]  fielC(ov 
TTQbç  Ttjv  èXdooova  èXàaoova  Xôyov  è'xei  ijjieg  1)  èm  rfjç  fieil^ovoç  evâelaç 
ntQicpÉQKia  TtQhç  rr)v  im  tfjç  èXdaaovoç.    j 
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•7     n8\.3' 

cj:  —  v[(— 1)  W(2>')!  /•.  0-;?]  e  (— l)"^i  Ox-»^-/ ('2n+2)\ 

•8    X,  '^  ?î3[q{2:t  û)  £i]  =  il  u2  u3  w?4  u6        |  Hessel  a.l831  j 

^     2-0    a-fq  .  c,r-=0  .3-  tng-^  =  t-'^  =  ^yc^  Df 

•01     aTq-(2n+l).T2  .3.  U'  =  (e-i^— 1)  [i(e^+l)]  Dfp 

•04     jc£q-2ii+l).T2  Q.  l+(trf  =  ;(cjc/ 
•Oo    jTf^jr  2  .3.  &r  =  t^  vj(14-tr*)     .     cvr=  ^;l+to-*) 
•OG     .rf  q-(2n+l).T2  ."J.  s.>=[(-l)f^E(.r..-T  +  2)]tjrT  ,J(1+U^») 

i       tX  =0  .=.  X8  ll.-r      .      t  — ./■  :=  —X.r      .      t(.T+^)  =  tO: 
tO=0      .       t(.T4)=:l 

•2     .r£R  .3  t>-'-£R  ;  L.y.lBERT  a.  1761  p.265  } 

•21  n£N^  .t{2.-T/n)er  .3  »£«lw//2w/S 

jWexdt,  Monli.  a.l899  p.97  ; 
•3     .vs  On  2  .3.  t,/-  >,r 

yote. 

La  fonction  <<  sinus  -^  abrégée  en  «  sin  »  se  présenta  d'abord  dans  les  ap- 
plications astronomiques  de  la  géométrie.  Voir  §vct  P4.  Ptolémée  a  calculé 
les  cordes  des  arcs  de  0»  à  ISO*". 

Albategnius  (a. 880),  astronome  arabe,  a  introduit  le  sinus;  il  dit  en  effet: 

i  Ptolémée  ne  se  servait  des  cordes  entières  que  pour  la  facilité  des  dé- 
monstrations, mais  nous  avons  pris  ces  moitiés  des  cordes  des  arcs  doubles 
dans  toute  l'étendue  du  demi-cercle.  » 

Le  mot  arabe  est  gib  ou  dgib^  qui  signifie  un  pli;  cest  la  corde  pliée  eu 
deux.  Le  pli  dune  robe,  en  latin,  se  dit  ainu.s.  P.  ex.  selon  Virgile  (..Eueidea 
1.1)  Venus  se  présenta  à  Ené-e:  «  Xuda  genu.  nodoque  sinus  collecta  fluentes». 

Les  traducteurs  latins  des  Arabes  on  remplacé  (fih  par  sinvi^,  adopté  de- 
puis par  tous  les  astronomes. 

Voir   Del  ambre,  Hi.stoire  de   1"  astronomie  du  moyen  âge  a. 1819  p. 12. 

Jusquà  Bernoulli  le  sinus  était  appelle  sinus  rectus  >^;  '  sinus  totus  ^  était 
le  rayon.  Jusqu'à  Legendre,  a. 1840,  les  sinus  était  une  longueur;  seulement 
quelquefois  il  suppose  le  rayon  =1. 

La  définition  analytique  du  sinus  est  due  à  Euler;  voir  P-2. 

cos  signifie   «  complementi  sinus-.  Voir  P-21. 

Le  SNiubole      tang      a  une  origine  géométrique. 

Nous  n'introduirons  pas  les  autres  fonctions  trigonométriques  cotang.  sec, 
cosec  qu'on  remplace  par  /tng,  /cos,  /sin.  On  pourrait  même  supprimer 
toutes  les  fonctions  trigonométriques,  car  elles  ne  forment  qu'un  double 
emploi  avec  l'exponentielle  c^ . 
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Les  abréviations  s,  e,  t  ont  été  introduites  \^;^\•  Gndermann  dans  les 
fonctions  elliptiques. 

Dans  l'usai^c  commxm  il  n'y  a  pas  un  système  de  conventions  constantes 
pour  les  parenthèses. 

Selon  les  conventions  §+  109,  sin'a;  signitio  siu(sinx),  et  non  (sina^)*, 
qui  contrairement  à  l'usage  de  plusieurs  A.  et  d'accord  avec  quelques  autres, 
sera  ici  indiqué  par  sec". 

^    3.    y£q.-l_^//^l  O- 

•0     sin  *y  =  s  '?/  =  7  q  <>  œ3{sx  =y  .  —ji/2  ^  oc^ji/2)        Df 

cos~'y  =  «~ V  =  '  q '^ X3{cx  =y  .O^x^ji)  Df 

•1     X£q.sx=}/  .=.  xs{2n7t-{-s~^y)u{ji-^2n7i—s~^y) 

xsq  .  ex  =y  .=.  x£  (2njr+c~'i/)  u  (2n7i— c~'.y) 
•2     «"V  — — ilog[sl(l-2/')+i.v]     •     G-'tj  =  —ilog[y-{-\si{\-!f)] 
•3     s-'y-{-Q-'y  =  jT/2 
■A     ysq  r^.  t  ^y==7qr\x3{tx=y.—ji/2<^x<C7T/2)  Df 

a7£q  .  tx  =y  .=.  x£  iiJi-f-t~V 

y£Q.O.t-'y+t-yy  =  jr/2 

rV  =  log[(l+;yi)/(l-yi)J/(2i)     |  Euler  a.l748  p.l05  | 

xsQ  .  2/eq  O-  \og{œ-\-iy)  =  log  sj(â?^+t/')  +  i  t~'{y/oo) 

Soit  //  une  quantité  comprise  entre  —1  et  -f-1;  sin-l  y  indique  la  quantité 
la  plus  petite  en  valeur  absolue,  dont  le  sinus  est  y.  De  même  pour  cos-^y, 
qu'on  prend  entre  les  limites  0  et  jf,  et  tang-ij/,  qu'on  prend  entre  les  li- 
mites — jr/2  et  jr/2. 

Ces  fonctions  sont  inverses  de  sin,  cos,  tang;  mais  puisque  nous  n'avons 
pas  inti-oduit  de  symbole  pour  indiquer  1'  inversion  des  fonctions,  il  faut 
considérer  les  symboles  sin-i...,  comme  des  signes  simples. 

La  notation  que  nous  adoptons  est  généralement  usitée  dans  les  traités 
anglais.  On  trouve  aussi  les  notations  arcsin.y,  arc(sin  =;/). 

Euler,  MiscBerol.  a. 1743  t. 7  p. 167,  a  adopté  les  notations:  sinAa; 
Asindî,  au  lieu  de  :  sinx' ,  sin-^a;  ;  où  A  est  la  lettre  initiale  de  Arc. 

^    4.     x,y,z,t8q  Q. 
•1     s{x—y)  ii{z—t)  +  s{y—z)  s{x—f)  -\-  ii{z—x)  s{y—t  )  :=0 
j  Ptolem^us  t.l  p.36  I 

8{x-{-y)  =  SX  cy  -\-  ex  sy        c{x-\-y)  z=cxcy  —  sx  sy 
>     —        »  —     »  »    —        »  -j-» 

j  Aeîû'lwéfa  a.998;  Journal  Asiatique  a.l892  s.8  t.l9  p.419  | 
%x-\-sy  ==  2  s[(a;+.v)/2]  c[(a:-y)/2] 
ca;+c?/=  2  c[(a^+y)/2]  c[(rr-v)/2] 
cx^Q,y=2s[{x-\-y)l2]  s[{y—x)j2\ 
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•2     s{2x)  =  2fixcx    .    c(2x)  =  cx^— soc^  =  l—2sx^  =2cx*—l 
x£  &ji  .3     c{x/2)  =  y|[(l +ci6-)/2]    .    s{x,  2j  =  ^[(1  — ca:) /2J 

•3     s{x/2)  =  [(-1)  f^  E|av(2.T)  ;]  g  [(1-  c:r)/2] 

c(a^/2)  =  S(-l)^E[.a•/(27r)+;2]!g[(l+ca?)/2] 

•4     x£  071/2  .3  2c(a?/2)  ==  vJ(l+s^-)+g(l— sr;c) 
2s(;r/2)  =        »      _      , 
2s(a;/2)==l(-l)^E[.9?/(2.T)4-/4]|vJ(l+s;/0-K-l)rE[.a^/(2;r)+3/4)jg(l^ 
2c(£c/2)=  y>  + 

•5     />^£N,  .3  2c[.-t/(2X2"')]  =  [p-\-.rj\.rpo 
2c[.t/(3x2'")]  =         »  1 

2c[^/2"']  =  [sJ(2+^)|^r2c^r 
1  ViETA  a.  1593  Opéra  p.400  : 
«  Sit  cirtuli  cliameter  2.  Lattis  quadrati  ci  circiimscripti  sit  y|2.  Apotome 
lateris    octogoni    y2+^2  .  Apotome  lateris  hexdecagoni  )'2+y2+\|2.  Apoto- 
me lateris  polyo-oni  trigiiita  duorum  laterum  j' 2-I-]' 2+]  2-t-y|2    ...  Et  eo  con- 
continiio  ])i-ogressu  >  .    ; 

•G     XE  q-  (2ii+1)-t/4  .3  t(2x)  ==  2tx  /  (1— tr') 

•7     x,ijsq .  X,  y,  x-\-y,  x—y  -£  (2n4-l).T/2  3. 

i{x^y)  =  {tv+ty)i{l-txty) 
x,y£q .  .T+îZ-e  (2n+ 1)71 .  x—y^s  nn  3- 

(sx+sîj)/{sx-iiy)=  t[{x+y)/2] ,  t[{x-7j):2] 
x,y£q-  (2n+l)7r/2  3.  tj'+ty  =  s{x+y)'{cx  cy) 

ii{2x)  =  2tx/{l-{-tT')     .     c{2^')  =  {l— t.r')(l+tr') 

•8     .r£  a-T  3.  t(j"  2)  =  S.X  /(1+c^-)  =  {l—cx);sx 

==  l-l+sld+t^-')],  tr  =  v|[(l-c,r)  a-\-cx)] 

^     5-1     x,y£q  .  mod{xy)  <1  3.  rKx+yytl—xy)]  =  t~\r  -{-r'y 
•2    aeNj .  a?,i/£N, .  a;//  =  a*+l  ,  ?;=  a+;7' .  c=  ^4-//  3- 

r'/rt  =  ryj)  +  t"'/c 
•3     rr  =  4t"'l     .     .-T  =  4(t"y2+ry8)       lEuLER  a.l748  p.lOT  j 

7i=:8t~y3+4t"y7  I  Gauss  t.2  p.rOl  j 

[  (/3  ,  /7)  I  {x,y)  P-1  .D.  tiig-i/2  =  lng-i/3  +  tng-i/7  (1) 

(1) .  P-3  O.  Ths  ] 

7r=8ry2  -4ry7  j  Bektr.wd  a.l855  p.301  j 
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yr=16t-y5-4ry239  \  Machin  a.1705  j 

[  (/5,  /5)  I  (cc,2/)P-l  O-  tng-i  5/12  =  2tng-i/5  (1) 

[(5/12  ,  5/12)]  1  {x,i/)F-l  .  fl)  O.  tng-1120/119  =  4tng-i/5  (2) 

(120/119  ,  —1)  I  {x,y)F-l  O-  tng-i/239  =  tng-1120/119  —  tng-i  1  (3) 
(2)  .  (3)  ..P-3  O-  Ths  ] 

•4     {m,n,x,y)3[m,7i£n  .  x,y£N^ .  x<^  .  m  f'/r  +  71  XT^/y  ^  -t/^] 
=  ^(1,1,2,3)  .  ^(2,  -1,2,7)  w  «(2,1,3,7)  .  «(4,  -1,5,239) 
j  Stôrmer  BsF.  a.l899  t.27  p.l70  i 
,T  =  4(t-y2+ry5+ry«)  \  Dahse  a.l844  p.198  j 

7r  =  20ry7+8r'3/79  I  Vega  a.l794  p.633  j 

•1     c(m£»?)  =  real(cj;  +  is^')'" 

=  ^|(-1)'"C(//^, 2r)(c.'r)— 2'-(saf  |r,  0-E(;7y2)J 
s(»^a?)  =  imag-(c^  +  i  s.r)"' 

=  :l|(-1)'C(>/^.,  2r+l)(c..xr--'-i(s^)'''^'  k,  0-E[(//?.-l)/2j 
)  ViETA  a. 1615  p. 11  :    «  Si  fuerint  duo  triangula  quorum  angulus 
aeutus  primi  \x\  ,  sit  submultiplus  ad  angulum  acutum  secundi  \mx\  ... 

Ad  similitudinem  laterum  circa  rectum  ...  efficitur  a  base  [coscç]  et  perpen- 
diculo  [sinoî]  primi  ut  binomia  radiée  potestas  seque-alta  [  (cosœ+sina;)"»],  et 
sing-ularia  facta  homogenea  distribuuntur  in  duas  partes  successive,  utrobique 
primum  affirmata,  deinde  negata,  et  harum  primée  parti  similis  fit  basis  se- 
cundi [cosTO.r],  pcrpendiculum  [sin«i.T]  reliquÉe.»  \ 

•2     s(2;??^)  =  iix  v|(-l)'-2-'-+i  C(//?+r,2r+l)(sa^)2'-+i  |r,  0-m-l| 

^{mx)  =  SX  l\(—l)"C{m-r-l,  r)(2c.r)'«-2'-i  \r,  0-E[(m-l)/2]  j 
c(2y?i;x;)=l— 2ÀMv|([_i)'-2>'(r+l)JC(m+r,2r+l)(sic)2'-+2[r,0---w— 1} 
c[(2m+l)x]  =  GX  l\{—iy'2-'C{m+r,  2r){sxf'-\r,0'-ni\ 
2c{nix)  =  (2c.r)'*^-;»,vjr(_i)7(r+l)]C(/;^-r-2,/')(2c.T)-2r-2  |,,^ 

0-E[im-/2)\ 

•3     y-8  2nn:    .^. 

l[s{x+2ry)\r,  0-m]  =  fi{x-\-my)  s[{m-\-l)y]  /  sy 
l[c{x-{-2ry)\r,  0"'m]  =  c{x-\-rmj)  s[{m+l}y]  /  sy 

•4     XEq^nTT  .3- 

2:i[s{rxf  |r,  1—m]  =  m  —  c[im-\-l)x]  ?^{niœ)  /  sx 
2::î[c{rxf  \r,  1—m]  =  m— 1+  c{)nx)s[{m-\-l)x]  /  sx 
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•3     ms  2Ni .  œeq  .^ 
{cxr  =  1  \C{m,r)c[{m—2r)x]  [r,  0-'{m—2)/2\  /2"'"*  +  C(m,m/2)/2"* 
{sxr  =  i-ir  1  \{-l)"C{rn,r)  Q[(m-2,')x]  \r,  0-  (/n-2)/2  j  /2"'-* 
+  C{m,m/2)/2"' 

•6     w?£{2No+l).ir£q  .3 
[cxY"  =  I  \C{m,r)G{m—2r)x[r,0-{m—l)/2  \  /2'""' 
(s^)'"  =  (_l)im-l)/2  V  j(_i)X(^^^;.)  s[(w— 2r);r]|r,0-(//i— 1)/2|/2"*-' 

•7     m£Ni.^£q-(2n4-l)7r/'2  .3    t(mj!;)== 
IÎ(-l)''C(/n,2r+l)te'''^'|r,0--'E(m/2){/v!(-l)T(m,2r)^^^^^^^ 

ï  JoH.  Bernoulli  AErud.  a.l712;  Opéra  t.4  p. 113  | 

^     7.    xsqr)- 
•1     srz;  =  ^-rKy;3!+.Ty5!-...=  v;[(_i)''^.-'n  +  y(2/i+i)!]p;i^No| 
Cir=r  l-xy2\-{-xy4\  - ...  ==  :si[(-l)'^^'-V(2>^)!  ]  \n,  NoI 
I  Newton  a.l676  { 
•2     ijs9  .3.  s-V  =  y+  l/(-'X3)  ?/  +  (1X3)/(2X4X5)  j/  + 
(1X3X5)/(2X4X6X7)  2/'  +  ...  |  Newton  a.l676  j 

•3    -l^y^l  O.  t-'y  =  y-2/y3+yy5- ... 
I  Leibniz  a.l673-74,MathS.  t..5  p.401  | 
j  J.  Gregorius  Cominercium  epistoUcum  a. 1671  (?)  J 

•4     moda?  <;  1  .  niEq  .3- 

s(ms~V)=  m^+vîm77[[(2r+lf-/>/'|  |r,0-îO^'"+^  (2^«+3)!  |;2,Ni! 
•5     Hp-4  .3-  c(ms~'£c)  = 

l_|.v|  _i)«+i  n\0,i'-4:r')  \r,0-'u]oc^"+-/(pi-^2)\  |?2,  N^j 

^     8.     xeq  .3 

•1     s::c=:i»/7[(l— ^'/r^jr"')  p^NJ  I  Euler  a.l748  P.120Î 

ex  =  n\[l—4x:')r'ji-']  \n,  2No+1|    I  Euler  a.l748  p.l20  i 
•2     —7i<^x<^Ji  .3  ^/2  =  sa;  —  s(2ir)/2  +  s(3ir)/3—  ... 

I  Euler  PetrNC.  a.  1760  t.5  p.204  \ 
•21  x£  2971  r^.  %x^s,{2x)  /2  +  s[^x)  /3  +...  =  (.t— a?)/2 

[  {ji-x)\x  P-2  O-  P  ] 
•22  rr£q  .3  sa;+s(2.r) /2+s(3j-)/3+...  =  (.T-.r)  24-jrE[a7/(27r)] 
•23  a?£^7i  .3.  sd7+s{3a')'3+s{5.r) /54-...  = -'tM 
I  F0URIER  a.  1822  p.  164  \ 

•3  x£{-7t)-7i  .3  log[(s.r)/.ï;]  =  -.rl-T-'vN^-^-a^-T-*vN,-y4-... 
=  -lU^/nf"  iN,--yn]  |n,  N,|         I  EuLER  a.l74is  p.l52  { 
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•4     —7T/2<^x<C,n/2  r^.  logea?  = 

-vjr(^/^)2«  (22«_i)  vN,-2ynj  \n,  N^l     \  Euler  a.l748  p.l52  j 

/iX  =  /X  —  2l{n-^nx'in-lsY{-2n   \n,  N^  ] 
•7     x£  q-n  3.  V  t{7ix)  =  /x  +  2xi{/{x^—7i')  \n,  N^  ] 

=  lim  [  l/ipc—r)  \r,  —n-n]  \n      \  Euler  a.l748  p.l59  | 

*     9. 

•1     as  (Qf  No)clecr  .  lim«  —0  .  xe  q-2/LT  r).  ^\(ifi{rx)\r',  NJ  eq 
•2     ,  a;£q  .3  2i[«^,.s(*'a;)|r,  NJ  £q 

•i     xe  q-  n.-T  O-  log[2c(j-/2)]  =  ca?  —  c(2a?)  /2  +  c(3rr)  /3  —  ... 

•A     rsq  .  modr^l  O- 

log  vj(l+  2>'c.7;  +  '•')  =  ^'c^  -  r'c(2a?)/2  +  /■='c(3aV3  —  ... 

I  -Z'i  Abel  t.l  p.247  I 
•41  Hp-4  .2).  -logvJ(l-2rc^+r')  =  rc^+r'c(2a')/2+... 

•S     ir£q-n.T  .3  log[2s(a:/2)]  = 

_  ex  —  Q.(2x)  /2  —  c{3x)  /o  — ...         I  Abel  t.l  p.247  | 

•6     r£q  .  moclr<l  .  ^'£q  .3  t^'lrsx /{l+rcx)]  = 

rsx  —  /•^s(2a;)/2  +  r^s(3a')/3  —  ... 
[  Hp  .  §jr  P4-2  .Z)-  t-i[rssc  /(1+ r  ca-)  ]  =:  imag  ]og(l+reij-)   = 
imag(rei-B  —  r'-e^i^^  /2  +...^  =  ?'  sec  —  r-  s(2a;)  /2  +...         ] 

r'[rsx/{l  —  r  ex) ]    =  1  [7^*'s{7ix)/n  \ n,  N J 
C2)t-%2rBx)il-r')]  =  :iy'-h[[2n^l)x]^:2n+\)\n,^,\ 
-(/2)r'[(2rca-)/(l+r^)J=l|(-rf"-"*c[(2/i+l)j;]/     »     »      ! 
I  LoBATTO,  Recherches  sur  la  sommation  de  quelques  séries 
trigonométriques,  Delft  a.l827  \ 

^     10-1     p/y£q  .  q'<v'  .1). 

orx3{x'-dvx^2q=Q)  =  2^p  G\[ci-\q2J-'^l'^)+{0'-2)jz]/3\ 
\  ViETA  Opéra  a.  16 15  p.  159  | 

D     ^  11. 

•  1     j£q  .^.  D(s,  q,  a:)  =  Ci»  .  D(e,  q,  x)  =  —sx 
•2     X8  q-nrr/2  r^. 

D(tiig,  q-lLV-^  ^^'i  =  /(cosaf  =  1+itngaf 


188 


•3     x£  (-l)-l  O-  D(sin"\  -1-1,  X)  =  /vj(l-3r-*j 

D(cos"*,         »       )  =  -/^a-x*) 
-i     xsq  O.  D(tng-^  q,  x)  =  /{\-\-x') 
•5     neNj .  i;c£q  7^.  D"(sin,  q,  x)  =  iim{x-{-7i7i/'2) 

D''(cos,  q,  x)  =  cos{x-\-)}n/2) 

•6     Hp-5  .  a,b£q  .^. 

D"  [m\(ax-\-b)  \x,  q,  x]  =  a""  smiaj'-\-b-\-n.-i/2) 

S     ^     12*1     «^,yi£n  .  m'-=  n*  .3- 

S[sm{mx)  sm{)ix}  \x,  Oji]  =  >i[(<j,osmx  cosnx)  \x,  Sn]  =0 
•H     m£^^  .3  ^[{(^o&mxf\x,  Qji]  =  ^[(?,in  mxf\j: ,  Q;i]  =  7i/2 

[§^li.D-P] 
•2     m,w£Q,,  O.  S [.jc"'(l -;%;)''  |rr,  6]  = 

2S[(sinrrp»+i(cosir)2''-^i  |a?,  aT/2J 

•3     S[(sin;rf  \x,  971/2]  =  7i/4 

■h,     ml^,  .3.  «[(sin^Kf'*  \x,  Q7t/2\  =  n][l-/(2r)]  \r,  l-?i\x^/2 

•5     a,b£Q  .3.  H]/[{asmxf+(bcosxf\  \x,  Gji/2\  =  jr/{2ab) 

•6    aeQ  .  bsq  .  a'>b'  Q.  S[/(«+6 cosa-)  |x,  e^r]  =  .^/^(a^— 5') 

•61     ^£  07r/2  .[3-  '*^[  /(!+  cosj  cos^r  )|£i7,  R-T  ]  =  -T/sin^ 

•7     rz£Q  .  /;,c£q  .  a^'^b^-\-c^  .3- 

S[/(a+/;cosx+csmjc)  |^,  9271]  =  27T/^{câ—b^—c^) 
•8     5£  671  3  8[/(l— 2^cos2'+a;')  l^r,  0]  =  .V(^sinj) 
I  EuLER  Cale.  int.  t.4  s.5  p.46  | 

•9     m,yi£Ni .  ùKCn  O-  S[a?'"~y(l+a^**)|;r,  QJ  =  V['^sin{/>L-T/H)] 
•91     aeO  .3  S[â7''~y(l+.'r)  l-T,  Q]  =  V(sinM 

^     13-1     S|(sin  x)/x  \x,  Q{  =  S|(sin£c  /xf  \x,  Qj  =  7r/2 

•2     SJcosir/4>?  i^,  Qi  ^  S|sin^/45?  |rr,  Qj  =  2S[sin(rr')  \x,  Q] 

=  2S[cos(it;')  |a^,  Q]  =  vJ(V2)     I  Fresnel  a.l818  t.l  p.l78  { 
Frcsnel  a  aussi  calculé  une  table  de  la  même  intégrale  entre  des  limites 

variables. 

•3     Sja;sin.r/[l+(cosrr)']  \x,  97i\  =  71^/4: 

•i     asQ  .  bsq  Q.  i^ie~''"'cos  bx  \x,  Q)  =  a/{n^-\-b'') 
.   Sie-'^sin  bx  \x,  Q)  =  b/((i'-{-b') 

•5     S(log  sin,  97i/2)  =  — (rt  log2)/2 
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^     14-1     a,&£Q  .  Eia,b)  =  Siy|[(rtcosj.f+(5sinaf]  \x,  2jTe\  Q. 

E{a,b)  =  27za\l-l[n\[l-/{2r)]y,  l-7i\  {l-byaT/{2n-l)  |n,  NJ| 
=  ^{a+b)  V}  [Ci/2,  n)r  [{a-b)/{a+b)r  \n,  N»  j 
^^^a-{-b)\l+[{a-b)/{a+b)]y4.+[ia-b)/{a-\-b)]y64-...\ 

•2     Hp-l  .  a-=b  Q.  £"(«,?>)  >  .T(a+&)     . 
E{a,b)  <  .-r(a+&)+.T(^a-g&)/2 
î  Keplerus  a.  1609  t.3  p.401  : 

«  Tota  elliiiticfv  circiimferentia  est  proxime  médium  arithmeticixm  inter 
circulum  diametri  longioris  et  eirculum  diametri  brevioris  » .   ! 

Sur  les  formules  d'approximation  pour  la  rectification  de  l'ellipse  voir 
CR.  a.l889  p. 360. 

•3    a,b,c,d£(^  .2c^a+b.  cP  =  ab  .3- 

S\/][{acxY+g)sxY]  \j:,  e7t/2\  =  m\\{cQ.œf-\-{d^xf\  \x,  eji/2\ 

.-r/S|/|^[(«ccc)2+(6scc)«]  [ce,  0jr/2|  est  dit,  par  Gauss  t.3  p. 360,  la  «  Arithme- 
tisch-geometrisches  Mittel  »  entre  a  et  b.  Cette  moyenne  ne  varie  pas  si  l'on 
remplace  a  et  b  par  leurs  moyennes  arithmétique  et  géométrique. 

^     15.     aeqO- 

•1     sg-na  =  2/n  Sj(sin  ax)/x  |a?,  Qj 

•2     moda  =  2/n  SJ(sin  ax)''/x''  \x,  Qj 

•3     a,&£q  r^.  2'^\{^Yû.ax^mbx)/x^\x,  Q]  =:  7rmin(mu<&) 

^     16.     a£aV2  0- 

•1     Sî(tngir)'  \x,  0a\  =  tngrt  —a     -2     SStng-,  &a\  i=  — logcosa 

•3     Sj/cos,  6a\  =logjtnga+(cosapj 
I  -l-'S  Cotes  a.l722  p.78-81  \ 

Continuation  :  §vct  P31-35. 
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§86     B     =  (nombres  de  Bernoulli) 

^     1-0     neNj  .3).  B,^  =  2'-'-M2n)!  TT--"  v(N -2")  Df 

•1     B,  =  /6     .     b/=/30     .     63  = /42     .     B,=:/30     . 
Bô   =  5/66     .     Be   =  691/2730    .     B7   =  7/6     .     Bs   =  3617/510     . 
B9    =  43867  /  798     .     Biu  =  1  74611  /  330     .     Bu  =  8  54513  / 138     . 
B12  =  2363  64091  /  2730  .     B13  =  85  53103  /  6     . 

Bi4  =  2  37494  61029  /  870  .     B15  =  861  58412  76005  / 14322      . 

B16  =  770  93210  41217  /  510        .     B17  =  257  76878  58367  /  6      . 
B18  =  26315  27155  30534  77373  / 19  19190 
Bi9  =  2  92999  39138  41559  /  6 
B20  =  2  61082  71849  64491  22051  / 13530 
B21  =  15  20097  64391  80708  02691  / 1806 
B22  =  278  33269  57930  10242  35023  /  690 
B23  =  5964  51111  59391  21632  77961  /  282 
B24  =  560  94033  68997  81768  62491  27547  /  46410 
B25  =  49  50572  05241  07964  82124  77525  /  66 
B26  =  801  6  57181  35489  95734  79249  91853  / 1590 
B27  =  29  14996  36348  84862  42141  81238  12691  /  798 
B28  =  2479  39292  93132  26753  68541  57396  (53229  /  870 
B29  =  84483  61334  88800  41862  04677  59940  36021  /  354 
B30  =  12^-  52331  40483  75557  20403  04994  07982  02460  41491  /  567  86730 

•11     ne  Ni  .33.  BnfiR 

Note.  B«  est  le  7ii«w»  des  nombres  qtii  «  ab  inventore  Jacobo  Bernoulli 
Tocari  soient  Bernoulliani  »  (Euler  Cale.  diff.  t. 2  §122). 

Euler  les  a  ii  cliques  par  B^,  B3,  B5  ...  ;    Ohm    a    proposé    la    notation 
Bj,  Bj,  B3,  ...  que  nous  adoptons. 

Bernoulli  a. 1713  a  calculé  B5  ;  Euler  B15;  Rothe  (comnniniqnés  par 
Ohm  dans  JfM.  a. 1840  t.20  p.ll)  B31  ;  Adams(JfM.  a.l878  t.85  p.269)  B62. 

Une  bibliographie  de  ces  nombres  est  publiée  dans  AJ.  t.5  a.l882  p. 228. 

La  DfO  se  rencontre  dans  Serre  t.  Elle  est  simple,  mais  ne  donne   pas 
l'origine  logique  et  historique  des  nombres  B,  qui  résulte  de  la  P-2. 

•2     m,n£Ni  O-  V  {l-n)'^  =  n^^^y^m+l)  +  nV2  + 

1[  (-!)'-•  dm,  2r-l)  B,.  n"^-'-+y(2>')  \r,  1-  E{m/2)  ] 
\  Jac.  Bernoulli  a.l713  p.97: 

«  /«"  ^  ^"''+'  +  i""  +  T^'"~' + ^^3Tr^^"'"'  +  - 

et  ita  deinceps,  oxponentem  potestatis  ipsiiis  »  continue  minuendo  binario, 
quousque  pcrveniatur  ad  n  vel  ?i*.  Literœ  capitales  A,  B,  C,  D,  etc.,  or- 
dine  dénotant  coëfficientes  ultimorum  terminorum  pro  j'tni,  fu^  ,  fii'^  ,  /??«  etc. 
nempe  A  x  1/6,  B  x  -  1/30,  C  x  1/42,  D  x  —  1/30  » .  j 
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•21     nsN^  O-  2(2-"-l)B«   £N, 

j  Genocchi  Ann.  di  Tortol.  a.l852  t.3  p.o99  \ 
•22  w£N,  O.  ^[{-IfBn]  =  V  /Np'^  J3[2;i£(^-1)XNJ 

j  Staudt  JfM.  a.  1840  t.21  ;  Clausen,  Astron.  Nachr.  t.l7   | 
•23     ne  Np  -(N,+3)  Q.  nt  B„  s  nxN^ 
î  ADAM8  a.l878  JfM.  t.85  p.269  | 
lim         '3     lim  B  =oc 

log  C    -4    aeNj .  *z£N,+l  Q.  l/(l"-ci)  £  loga  +  C  +  /{2a)  + 
v[(-l)^B„/(2m^")k',  l-in-l)]  +  ^(-irBJ(2na»'*) 
I  EULER  PetrNC.  a.l769  1. 14  i  p.l53  j 

•5     ^?£N,  .3  I(N-'-")  =  2-"-^jt''''BJ{2n)\     . 

2v(2No+l)  -■-"  =  -^[(-1)",  >••-''  |r,  NJ  =  (22"-l)  Jt->'BJ  {2r})\ 
•6     lim  {7i'B^/B,,^,)\n  =  .1^ 
•7     lim  B„  (.Te/«)|^(2n+/2)   {n  =  4.T^e 
•8     n£N,  O.  S[aj2— 1  /(e2-^  -1)  |^,  Q]  =  B„  /(4>z) 
I  EuLER  PetrNC.  a.l769  t.l4  i  p.151  | 

^     2-1     a'£q-«0  .  modir<2.-T  .3 

x;{e^-l)  =  1-  ^/2  +  v[(-l)-+iB,.a^-7(2r)!  |r,NJ 
•2     a£Ni .  7i£  Nj+l  .3.  log  a\  £  (log  27r)/2  —a  +(a+  /2)loga  + 
3i(-l)'"B.W[(2^H-l)(2r+2)]a--'-+i  jr,  0-(n-l)|  + 
d{-l)''B.,^J[{2)i+l)(2n+2)]  «-2H+1       IStirling  a.l730j 

•3     X£  q-tO  .  modrc<?r  .3- 

/sinjc  =  /a;  +2[2(2-''+i-l)B,,+ia^'-»+V  (2n+2)!  |n,Nj 
•4    a;£  q  .  moda^ «<  TT  .3» 

tng^c  =  2i22'^(22'^-l)B„rr2«-V(2?i)!  |n,NJ 
•5    Hp-3  .3.  /tng;5c  =  /^  -v[22"B„a;2«-V(2n)!  |n,  N,] 
•6     Hp-3  .3.  log(sin.'r  '^)  =  -vj22"-iBn  .'r2«/[7i(2n)!]  |n,  N,j 
•7     rr£q  .  mod^r  -<  71/2  .]3- 

log  cos  X  =  —  v|(22«_i)2-'«-i  Bn  /[«(2;0!jir2"  |n,  NJ 
•8     x£  q-«0  .  moda?  «<  7r/2  .3- 

log(tng.«  /rzj)  =  v(22«-i  — 1)2"-«B«  /[??.(2n)!].%-2«>i,  NJ 
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CINQUIÈME   PARTIE      —      V  E  C  T  El  U  R  S 


§91     pnt  (=  point)    vct  (=  vecteur) 

Note.  Dans  plusieurs  travaux  on  a  analysé  les  idées  de  la  Géométrie  par 
l'instrument  de  la  Logique  Mathématique. 

Dans  «  Principii  Geometria,  logicamente  esposti,  a.lH89  »  et  dans  RdM. 
a. 1894,  p. 51-90  nous  avons    suivi   la   Géométrie   classique. 

M.  Pieri  RdM.  a.l897  p. 9,  TorinoM.  a. 1897,  a.l899,  a  analysé  directe- 
ment les  principes  de  la  Géométrie  de  position,  et  ensuite  de  la  Géométrie 
élémentaire. 

L'analyse  suivante  de  la  théorie  des  vecteurs  est  extraite  de  TorinoA. 
a.  1898.  Les  idées  et  les  propositions  de  Géométrie  se  rencontreront  ici  dans 
un  ordre  différent  de  l'ordinaire;  mais  on  arrive  tout  de  suite  au  calcul 
g'éométrique,  déjà  adopté  dans  plusieurs  traités  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées.  Dans  la  «  Practical  Mathematics,  .summary  of  six  lectures 
delivered  to  working  men  by  Prof.  J.  Perry,  London  1899  »,  l'A.  adopte 
la  théorie  des  vecteurs  pour  expliquer  rapidement  la  géométrie  à  des 
ouvriers,  qui  n'avaient  pas  d'instruction  précédente. 

^     1-0     pnt  ==  «point;  idée  primitive» 

•1     pnt£(^ls  -2  a  pnt  Pp 

-     ^     2,     aj)/',d,e,f£i^nt  .^. 

•0     a—h  =  c—d.=:  «relation  primitive». 

Note.  On  peut  lire  cette  relation  comme  en  Algèbre. 

Euclide  la  désigne  par  les  mots  «les  lignes  ab  et  cd  sont  égales,  pa- 
rallèles et  de  même  sens*   (voir  P-4). 

C.  Wessel,  a. 1797  y  reconnut  les  propriétés  de  l'égalité,  et  l'indiqua 
par  ab=cd;  p.4: 

«...  on  parvient  à  exprimer  la  direction  des  segments  de  droite  situés 
dans  un  même  plan  d'une  manière  aussi  analytique  ([ue  leur  longueur, 
sans  que  la  mémoire^  soit  embarrassée  de  nouveaux  symboles  ou  de  nou- 
velles règles.  » 

H.  Grassmann,  a. 1844  y  reconnut  les  propriétés  de  l'équidifférence, 
et  l'indiqua  par  la  notation  adoptée  ici;  plus  clairement  a. 1845  (Werke 
t.l  p. 303): 

<  ...  ich  sage  also,  dass  B — .4  dann  uud  nur  dann  gleich  B^—Ai  soi,  wenn 
die  geraden  Linien  von  .4  nach  B  und  von  A^  nach  Bi  gleiche  Lange  und, 
Richtung  haben.  » 
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On  rencontre  la  même  remarque  dans  W.  Hamilton,  a. 1845,  Cambridge 
Journ.  t.l,  p. 47  : 

«...  the  symbolic  équation,  D — C  =r  B — A,  may  dénote  that  the  point 
D  is  ordinarily  related  (in  space)  to  the  point  C  as  B  is  to  A,  and  may 
in  that  view  be  expressed  by  writing  the  ordinal  analogy,  D..C::B..A: 
which  admits  of  inversion  and  alternation.  » 

Cette  notation  est  aiissi  une  conséquence  immédiate  des  formules  de  M  ô- 
bius  a. 1827;  plus  clairement  a. 1844  p. 608;  mais  ces  A.  n'ont  pas  fait  un 
usage  constant  de  cette  notation. 

Comme  Euclide  définit  l'égalité  des  segments  par  le  mouvement  en  gé- 
néral, on  peut  expliquer  l'égalité  des  vecteurs  «—6  =  e—rf  par  «on  peut 
amener  les  points  a  et  b  h  coïncider  avec  c  et  (/  par  un  mouvement  de 
translation  » . 

Nous  considérons  cette  relation  comme  une  idée  primitive,  que  nous  dé- 
terminerons par  des  Pp,  d'où  découlent  toutes  les  propriétés  géométriques. 

On  peut  remarquer  dans  la  notation  que  nous  suivons  une  économie 
non  seulement  sur  le  langage  ordinaire,  mais  aussi  sur  les  anciennes  no- 
tations de  Wessel,  Bella vitis,...  Ils  écrivent  en  effet: 

(1)  AB  =  — BA,  AB  +  BC  =  AC  ,  de  AB  =  CD  on  déduit  AC  =  BD 
au  lieu  de  : 

(2)  A— B  =  —  B-A\     (A— B)+(^B— C)  =  A— C,     de  A— B  :=  C— D 
on  déduit  A  —  C  =  B  —  D. 

Dans  les  notations  (1)  on  doit  apprendre  un  nouveau  calcul,  assujetti,  à 
des  règles  spéciales  ;  dans  les  notations  1 2 1  on  retrouve  dans  la  forme  les 
règles  bien  connues  par  l'Algèbre. 

•1     a—b=^a—b 

•2     a—b  =  c—d  .]3-  c—d  =  a—b 

•  3     a—b  =  c—d  .  c—d  =  e—f  .  ^ .  a—b  =  e—f 

Les  Pp  -l^-S  ont  la  forme  d'identités  de  Logique, 
expriment  des  faits  géométriques.  Pour  reconnaître  leur  indépendance, 
donnons  à  la  relation  fondamentale  a—b  =  c — d  successivement  les  inter- 
prétations 

«les  points  a,b,c,d  coïncident» 

<  la  distance  ab  ^  la  distance  cd  » 

«  les  quatre  points  sont  dans  un  même  plan  »  ; 
alors  seront  respectivement  vérifiées  les  P    2  et   'S.  et    non    la    -1,    les    "1 
et    3,  et  non  la  -2,  les  -1  et  -2  et  non  la  -3. 

•4  a—b=ic—d  .3-  a—c^b—d  Pp         jAlternj 

Ex  :  -41  -42  326  -28 

I  EucLiDES,  I,  P33  : 

Al  tÙç  ?'aas  re  xal  7inoaXh)Xovç  trr)  rà  nxnà  ftéo)]  FTXi^Fvyrvovnni 
evdeîai  y.al  aurai  ï'oai  re  y.ai  rraod//;yÀot  etoiv.  \ 

r.  ifloi  18 


Pp 

Ex: 

;  -42 

Pp 

Ex: 

:   -41 

Pp 

Ex: 

311-21 

§1  PIO,  mais   elles 
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La  P-4  permet  de  permuter  les  termes  moj-ens  dans  l'équidifférence  gé- 
ométrique. Cette  Pp  est  indépendante  des  précédentes,  car  si  par  a—b  = 
c — d  on  entend  «  distance  ab  =  distance  cd  » ,  les  P-1-2-3  seront  vérifiées 
mais  non  la  -4.    Nous  l'appelons  «  alterner  ». 

•41  a—b  =  c—d  .==.  a—c  =  b—d  .=.  b—a  =  d—c  .=.  b—d  =  a—c 
.=.  c—a  =  d—b  .=■  c—d  =  a—b  .=.  d—b  =  c—a 
.=.  d—c  =  b—a  [  P-2  .    Altern  O.  P  ] 

P-41.  On  déduit  que  l'équidifférence  entre  4  points  peut  se  mettre  sous 
8  formes  différentes,  comme  les  équidifférences  numériques. 

•42    a—a  =  b—b  Ex:  311  [  P-1.    Altern  O.  P  ] 

•5     a—C=.b—C  .3-  ^=^  Ex:  3-13 -21  Pp 

P-5.  Si  à  la  relation  fondamentale  on  attribue  la  signification  <>  la  relation 
a—b'=:c—d'  subsiste  enti-e  les  projections  de  a,b,c,d  sur  un  plan  fixe», 
cette  Pp5  ne  sera  pas  vérifiée,  bien  que  toutes  les  précédentes  le  soient. 

•6      a  pnt  ^  ^5(  iT— a  =  Z>— C  )  Ex:  3-21  Pp 

P-6.  Si  nous  appelons  «put»  les  points  d'une  figure  finie,  p.  ex.  inté- 
rieurs à  une  sphère,  toutes  les  P  précédentes  seront  vérifiées,  mais  non  la 
nouvelle  Pp. 

^     3-0     vct  =  ^3[a  {a,b)3{  a,b£  pnt .  œ^  b—a)]  Df 

•01  vct  =  pnt  —  pnt 

Le  mot  «  vector  »  a  été  introduit  par  Hamilton  a. 1845  p.  56.  Il  vient  de 
«  vehere  »  car  il  représente  une  translation. 

•1     0=  7  œ3{  as  pnt  .^a-  ^=  ^—^^  )  ^^ 

•H  Os  vct  -12  «epnt  .3-  a—a=0      Ex:    13 

[  bs  pnt .  P2-42  .3:  as  pnt  .D»  .  b—b  =  a— a  (1) 

be  pnt .  (1)  .Z).  a  jc3{asi>nt  .Da  .  x=  a— a)  (2) 

(2)  Elim&.Pl-2  .D- (3) 

as  pnt  .3.  x=  a— a  .  ij=  a— a  .  P2-3  .^.  x=y  (4) 
(3).(4).§;P-1  .D.  P-11-12  ] 

•13  a,&£pnt  .'^•.  a=b.=.a—b^O 

[  Hp.fl=&.P-12  .D-  o-b=0  .  P12  -D.  a-b  =  b-b  (1) 

P2-5.D.  a  =  b  (2) 

(1)  .  (2)  .D.  P  ] 

La  P-1  définit  le  vecteiir  nul,  qui  est  la  valeur  constante  de  l'expression 
a— a,  quelque  soit  le  point  a. 

La  Dem.  des  Pll-12  prouve  que  cette  expression  a  une  et  une  seule  valeur. 
On  ne  peut  pas  prendre  comme  Df  la  P12,  car  elle  n'est  pas  homogène. 
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a,h£  pnt .  ii,T,iv£  vct  .3* 
•2     a-\-u=^i'^\\i'^x3{x—a=u)  Df 

•21    a+i<£pnt  -22    (a+n)— a  =  ?/.  Ex:  •33-34 

[  P2-6  O-  g;pntna;3(a;— a  =  «)  (1) 

x,ys  pnt .  a?— a  =t<  .  t/— «  =i;  .  P2-3  O.  a;— o  =  y— a  .  P2-5  O.  a;=!/  (2) 
(1)  .  (2)  .  §J  P-1   O-  P-21-22  ] 
•23   a-{-{h—a)=zb  ^24   &—rt  =?<.=.  5==  «  +  ^6        Ex:    27 

•25  a-\-u-\-i'=^{a-\-u)-\-v  Df 

•26    (a+^O— (&+^0  =  <T^— &      [  (a+M,a,&+?i,  &)|(a,6,c,f?)P2-4  .3  P  ] 

•27  fi+?/.+r  =  a+r+?( 

[  («+f,a)Ha,6)P-26  O-  {a+v^u)-{a+u)  =v  .V-2\  O.  P  ] 

•28  {a-\-u-\-v)—a  =  {b-\-i(-j-v)—b 

[  P-26  .3  (a^u+v)-{b+u+v)  =  (a-^ru)  ~(b+u)  =  a-b  .  P2-i  .-Z).  P 

•3     ?f+r  =  )  x3[  as  pnt  .3«  •  ^=  (rt+«+^')— a  ]  Df 

•31   U-\-V£\Ct  -32   i(+r  =  (a+te+Z/-)— a       [  p-28  3.  P  ] 

•33  a+u+v  =  a-{-{u+v)  [  P-32.P-22  3.  P  ] 

•di  u-\-i->  =  v-\-u  [  P-27  .  P-22  3.  P  ]       jComm+l 

•35  u-\-{v-{-w)  =  {u-{-v)-{-iv  \  Assoc+  j 

[  P-33  3-  a+i{u-\-v)+w)  =  {a-^{u+v))-\-w  =  {{a-^u)+v)-\-tv  = 
(a-{-ii)+(v+iv)  =  a-^iu+iv+w)).F-22  3-  P  ] 

•4     —u  =  1  vct  >>  œ3{u-\-x  =0)  Df 

•41   —USYGt         ^42  —{—u)=iu         -43  — (a— &)  =  &— a 
•44   ic—v  =  u+{—v)     Df  -45   M— i(=0 

1^4.    vct|No)§vPl 

n  X  ^     ô.     i(,v£YGt.7n£^^.a,b£n  .^i 

•0  0^^^^     .     mu  =  {m—l)u-{-u     .     {—rfi)ii  = —{mu)  T>f 

•01  m?f=  V  ;(<i<F  1-r/O  Dfp 

•1  ai/.  £  vct  -11   ua  =  au  Df 

•2  (a+5)i(  =  rt«+&z^  I  Distrib(x,+)  i 

[  ???,9î£Ni  .  P-03  .  P4-31   3.  (m+Mlz<  =  2')[<«  F  l---(w+n)]= 

=  2'j[«A  F  l---m]+2";[«i  F  (ni-\-l)  —  {m-[-n)]  =  nm-\-nu        (1) 
(1) .  P-0  .  P-02  3.  P  ] 

•3     a{u+v)  =  au+av  |  Distrib(x,+)  j 

[  we  Ni.  P-03  3.  m{ii-^v)  =  Z]i({u-^v)F{l---m)] 

.P4-41  3. =  2';(»/Fl---7??)+2';(n-ri---«0 

.P-03  3.     =  mu+mv  (1) 

(1) .  P-0  .  P-02  .D.  P  ] 
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•4     /evctFl-m  .3.  l[af)  =  alf 

•5     {ba)u  =  b{au)  }  Assoc  x  j 

[ms  Nj  .  [;(mFl •••»»)  l/']P-4  .3.  7n(rtM)  =  «(mw)  (1) 

(1) .  P-002  O-  P  ] 
.    -6     mu=0  .3-  w=0  Pp 

^o^e.  On  satisfera  à  toutes  les  Pp  précédentes,  mais  non  à  la  nouvelle  -6 
si,  en  considérant  les  points  d'une  circonférence,  l'on  dit  que  a—b:xc—d  3I 
l'on  peut  amener  les  points  a  et  &  à  coïncider  avec  c  et  d  par  une  rotation 
autour  du  centre.  Le  0  représentera  alors  l'identité,  et  une  rotation  répétée 
peut  produire  l'identité.  Un  autre  exemple  est  fourni  par  les  vecteurs  sphé- 
riques,"  considérés  par  Mobius. 

•7     mu  =  mv  .33.  tc=v 

[  Hp  .3  mu—mv  =0  .  P-3  .3.  m{u~v)  =0  .  P-6  .3.  Ths  ] 

n  /  r    ^    6.     ^.i,v8YQ,i .  m,n£^^ .  a,'b£v  .'^. 
•0     i(/m  =  7  YGt '>v3{mv=zu)  ^  Df 

•  1     a  vct  ^  rs  {mv  =  u)  P  p 

Note.  On  vérifie  toutes  les  Pp  précédentes,  mais  non  la  -1,  si  l'on  remplace 
«  pnt  »  par  «  n  » 

•2     u/m  S  vct  .  m{u/m)  =  u 
•3     p,q£n.p/m=zq/n  .3-  iiip)/m  =  {uq)/n 
[  Hp  .3.  pn  =  qm  .3.  u{j)n)  =  u(qm) .  P5-5  .3.  {up)n  =  {uq)m  .  P-2  .3. 
{uplm)mn  =  {uqjti)mn  .  P5-7  .3.  Ths  ] 

•4     au  =  iv3[m£'N^.p£n.2o/>n=a  .'^vi,p.  i->^up/7n]         Df 
•S     au  £  vct .  {a-{-b)u  =  au-\-hit  .  a{u-\-T)  =  au-\-av  . 

{àb)u  =  a{bu)  =  abu 
•6     au  =0  .=:.  a=0  .w.  u=0 

T  1    ^^    1. 

m,n£Ni .  a£  pnt  F  1-m  .  oc£  rFl'-m  .  b£  pnt  ¥l-n  .  y£  rFl-n  .3- 

•0     l{x^.a^\r,l-m)=0  .=:  ce  pnt  .3^.  l[x^{a—c)  \r,  1-ûi]  =0  Df 

•i     2(^a)  =  v(7/?>)  .=.  s{xa)-\-l{-yb)  =0  Df 

•2    ^£  pnt  .3-  ^(''^<^)  =  (I^)P+^[^^,.(«r— i^)  \^%  l'"iii] 

' 3     va:;  =0  .'^.  1  (oca)  £  vct 

•-4     :ix  -=0  .3-  (2ii^«)/(--^')  £  pnt 

Note.  Soient  a,h,c...  des  points.  Nous  avons  donné  une  signification  aux 
formules  a-b  (P20),  a+(6-c)  (P3-2),  (a— ft)+(&-c)  (P3-3). 
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Nous  voilions  maintenant  introduire  des  expressions  de  la  forme 
x^a^-]^x^a^-^  ...  XnOn  ,  ou  S{xrar  \r,l---n), 
où  les  X  sont  des  nombres  (rationnels)  et  les  a  des  points.  Nous  définissons 
d'abord  l'égalité  cCiOi-f ...  =0,  (P"0),  et  ensuite  l'ég-alité  de  deux  sommes 
de  points.  Si  la  somme  des  coefiScients  numériques  est  nulle,  alors  la  somme 
des  points  est  réductible  à  un  vecteur  (P'3).  Si  cette  somme  n'est  pas  nulle 
alors  la  somme  des  points  divisée  par  la  somme  des  coefficients  numé- 
riques est  un  point.  Ce  point  s'appelle  le  «  barycentre  »  des  points  donnés 
avec  des  masses  (positives   ou   négatives)   mesurées   par   leurs   coefficients. 

Le  bai'vcentre  se  présenta    d'abord    dans    la   mécanique;    Archimedes 
l'appelle  xévzqov  xov  (iâgsoç.  Carnot  a. 1801  l'a  défini  par  des  seules   idées 
géométriques,  en  l'appellant  «  centre  des  moyennes  distances  »   (p. 154). 
L'expression  SxajSx  pour  indiquer  le  barycentre  se  rencontre  dans  Môbius, 
a. 1827  t.l  p.37. 

4-  X  q     ^     8.     ?^,v,î^£  vct .  meNi .  pen  .  iTfir  .3- 

•0     uxv  =    «  produit  (intérieur  ou  scalaire)  des   vecteurs  u 

et  V,  déterminé  par  les  Pp  'l'â-S  9*1  ». 
•1     uxv  £q  Pp 

•2     uxv  =  vxu  Pp     jCommxj 

•3     {u-\-v)Xio  =  uXio-\-vXw  Pp     ÎDistrib(X,+)| 

Pour  définir  les  propriétés  métriques  des  figures,  comme  longueurs, 
angles,...  et  aussi  le  produit  d'un  nombre  irrationnel  par  un  vecteur,  nous 
introduisons,  comme  une  nouvelle  idée  primitive  le  produit  uXv. 

On  peut  relier  la  fonction  uXv  aux  idées  communes  par  la  P31-3. 
Le  produit  d'un  vecteur  par  lui-même  est  le  carré  de  sa  longueur.  Le  pro- 
duit de  deux  vecteurs  orthogonaux  est  0.  uXv  est  le  travail  mécanique  d'une 
force  représentée  par  le  vecteur  ti,  lorsque  le  point  d'application  reçoit  un 
déplacement  représenté  par  v. 

Ce  produit  se  rencontre  dans  Euclide  sous  la  forme  d'une  longue  péri- 
phrase (Voir  P-61). 

H.  Grassmann  a.l846  t.l  p. 345,  après  y  avoir  reconnu  les  propriétés 
cominutative  (P-2)  et  distributive  (P"3),  l'appelle  «  innere  Product»,  et  le 
désigne  par  la  notation  que  nous  suivons,  adopté  aussi  par  Resal,  Somoff",... 
Grassmann  a.  1862  a  indiqué  la  même  fonction  par  u\v,  en  la  décomposant 
dans  le  produit  de  u  par  un  nouvel  objet  \v. 

Cette  fonction  se  rencontre  aussi  indirectement  dans  les  quaternions  de 
Hamilton,  où  est  indiquée  par  — S  i^?;.  En  conséquence,  selon  Hamilton,  on 
a  w-=— (modw)*,  contrairement  à  la  Pp  9-1. 

Grassmann  a  aussi  considéré  le  produit  extérieur  de  deux  vct,  qui  coïn- 
cide à  peu  près  avec  le  vecteur  du  produit  des  deux  vct,  selon  Hamilton. 
Ce  produit  a  la  propriété  distributive,  mais  non  la  commutative. 
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•31    OXU=0  [  iO,0,u)\{u,v,w)F-3  .3  P  ] 

•32  f£  vct  F  1-m  O-  {lf)Xv  =  lifkv)  [  P'3  D  P  ] 

•33   (mu)XV  =  m{uXv)  [  |>(mFl-7n)  |/'|P-32  O.  P  ] 

•34   {—U)XV  =  —{UXV)  [  [-u,v)\{v,w)V-d  .V-Zl  O.  P  1 

•35  {—mu)Xv  =  —7n{uXv)  [  P-34  .  P-33  O-  P  ] 

•36  {pu)Xv  =  p{uXv)  [  =  P-31-33-35  ] 

•37   {u/m)XV  =  {uXv)/m  [  {ulm)\uF-33  O-  P  ] 

•38  {up/m)xv  =  {uxv)p/m  [  (up)  \u  P-37  .  P-33  3.  P  ] 

•39  {œu)Xv  =  œ{ux^^)  [  P-38  O-  P  ] 

•40  u^^uxu  Df 

•41   {u+vY  =  u'+'2uXv-{-v' 
•42  {u+v+wY  =  u^-\-v^+w^+2iiXv-{-2uXto-\-2vXiv 

•43    {U-{'V)X{U—V)  =  U^—V^ 

•44  {u+vY+{u—vY  =  2{u'-[-v^)     I  Lagny  ParisM.  a.l706  p.319  : 

Dans  tout  parallélogramme  la  somme  des  quarréz  des  deux  diagonales  est 
égale  à  la  somme  des  quarrez  des  quatre  cotez,  j 

•45  {u-{-vf—{u—vf^4:UXv 
j  Legendre  Géom.  p.227: 

«...  dans   tout   parallélipipède,   la  somme    des  carrés   des   quatre   diago- 
nales est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  douze  arêtes.  »i 

•48  {u-vf+{r-ioY-\-{io-uf+{u+v+îoY  =  3(?y;+r'+ic-^) 

a,b,C£  pnt  .3- 

•6     {a-b}x{a—c)=0  .=.  {a—hf  =  {a—cfMb—cf 

\  Pythagoras;  Cfr.  Plutarchos  Symp.  viii  c.4  | 

I  EUCLIDES   I  P47    P48  I 

•61   [a—hf  =  {a-cY+{b-cf-2{a-c)X(h-r) 
•62  {a—bf  =  {a—cf-\-{b—cf+2(a—r)x{c—h) 

{EUCLIDES   II   Pi 2    P13  j 

•63  2[a-{b-\-c)/2]'  =  {a-b)'-\-{fi^-cf-  {b-rf/2 
î  Apollonius  Perg^us  voir  P-9  j 

Le  vecteur  a — (6-{-c)/2  s'appelle  "  médiane  "  du  triangle  ahc. 

a,b,c,d£  pnt  .3- 

•7     {a—b)X{c—d)-\-{b—r}X{a—d)-\-{c—(i)X(b—d)  =0 
•71  {a-b)'+(à-cY+{c-df+{d-aY  =  {a-c)*+{b-d)'-{- 
4[{a+c)/2  —  {b+d)/2\^      |Euler  PetrNC.  a.  1748  t.l  p.6t5  | 
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a,h,x,y£  pnt  .^. 

•8     {x-a)x{x—h)=Q.=.  [x-  {a^h)/2Y={h-af/^ 

\  Thales  ;  Cfr.  Diogenis  Laertii  I  24  :  «  cpiiol  UaficpUï)  jiqcôxov 
(Thales)  xaTayoâifiai  xùxkov  tô  rolycovov  oQdoycovcov  xal  6voai  ^ovv.  > 
Version  :  «  Pamphila  (a. 100)  dit  que  Thales,  le  premier,  inscrivit  le  triangle 
rectangle  dans  le  demi-cercle  et  qu'  à  cette  occasion  il  sacrifia  un  bœuf.  »  j 

•81   {x—af  =  {x—bf  .=.  [x-(a+b)/2]  x [b—a)  =0 

•82  {x-af-{x-bf={y-af~{y-b)'  .=.  {x-y)x{a—b)  =0 

•83  ms  R-d  r): 

{x—af=  m{x—bf.=.  [x—{mb—a)/{m~l)]^^  {b—afm/{m—Vf 
j  -82-83  Apollonius    t.2    p.ll6:    «  èàv  ành    ôùo  ôeôojnévcov   ar)- 
/ueicov  ev&eïai  xXao&càaiv,  xal  f]  tù    àn'avrcôv    ôo&évxi    xcooîq)  ôiacpé- 
Qovja,  TO  orjjxeTov  àysTai  d^éoei  ôeôojuév)]ç  EV&eiaç' 

èàv  ôk  œoiv  èv  lôyco  ôo&évn,  tJtoi  ev&eiaç  tj  JieQKpsQEtaç'  »  j 
•9     weNi .  as  pnt  F  1'-;^  .  g=  iia)/n  .  xs  pnt  .^. 
2ix-aY  =  7i{x-gf  +  l{g-a)' 

I  Apollonius  t,2  p.ll6:    «  eàv  ành  éomvovv  ôeôojuévcov  oi]jiieuov 
xXao^(3oiv  ev&EÏat  txqoç  évl  07]/xEÎcp,  xal  jj  rà  àjib  Jiaocôv  eî'ôi]  l'oa  ôoêévxi 

XCOQlCp,  TO  0>]aEÏOy  àxpETW.  d'ÉGEl  dEÔOflÉV}]Ç  TlEOlcpEQEÎaç'  »    j 

mod    ^  9-1     M£  vct-tO  .3-  u^^Q.  JPp 

î/.evct,3-      "2     mod^i  =  sj(^/)  Df 

•21  modi^.  =0  .=.  ?«=:0  -22  mod(— i^)  =  modw 

•23  xèv  .[3-  VL^oà{xu)  =  mo&œ  moàit 

[  mod(a;«)  =:  ^  [{xuf]  =  \\{x-ir)  =  \|(J3'")\|(«'-)  =  modo;  raod2/  ] 

•3     mod(i^X  v)  ^  niodi^^  mod  y 

[  xsr  O.  {xu-\-v)-^0  O.  x'u'-ir2xuXv+v'^0.%QP'ol-B  .Z). 
(modu)^  {modv)'- ^  {uXt^f  O-  P  ] 
u,v£Yct  .'^.     'A     mod(^i+^')  ^lïiodw+iïiodv 

[  P-3  O.  mod(w+y)  =  ^{u^+2uXv+v'')  ^ 
vj  [(modM)2+2modw  modi;-f-(mody)'-]  O-  P  ] 

■Ai  a,b,C£ -pnt  .]3-  mod{a—b)^mod{a—c)+mod{c—b) 
I  Euclides  I  P20  : 

«  ITavTàç  TQiycôvov  aï  ôvo  nXEVoaï  tïjç  XoiTiijç  /.ieI^ovéç  elot.  »  } 
•5     a,b,C£  pnt  .  mod{a—b)  =  mod{a—c)  =  mod(?)— <?)  =1  r^. 
mod[{a+b)/2-c]  =  vJ3  /2     . 

mod[{a+b+c)/S—a]  =  /s^d  \  Euclides  xiii  PI 2: 

«  'Eàv  eiç  xvxXov  TQiyœvov  îoojiX^evqov  Èyyoafpfj,  rj  rot  TQiyojvov 

JlXEVoà  èvvàfXEl  TQlTlXaOÎOJV  èOTl  Tfjç  EX  TÔ  XÉVTQS  T»  XVxXs.    »     | 
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•6     a,b,c,dE  pnt  .  mod{a—b)  =  modia—c)  =  mod(a—d)  =  mod(?>— 
c)  z=  mod{b—d)  =  modic—d)  =1  .3- 
mod[{a-{-b}/2-{c+d}/2]  =  4/2)     . 
mod:i{a-\-b+c)/S—d]  =  ^(2/3)     . 

mod[{a+bi-c-^d)/4—d]  =  ^16/4      |  Euclides  xiii  P13: 
«  ^  rfjç  ocpa'ioaç  ôidjusrQoç  ôvvâjbiei  ^juioUa  èorl  rrjç  nXevQàg  rfjç 
TivQajutôoç.  »   I 

A     ^^     10.     (vctlqJ§q,^PlM4 
^     11. 
•  1     U8  vct .  xsq  .3-  x/i^i\  Â  [(r'>  Sx)  u]  «  /  [(r^  x/0)  u\  \  Df 

•2    xsq-r.usYot  .3-  ocu  s  vct  Pp 

•3     (q  I  r)  P6-5-6,  P7,  P8-39 

Note.  La  P'I  définit  le  produit  d'un  nonil)re  irrationnel  par  un  vecteur. 
La  Pp'2,  qui  affirme  l'existence  de  ce  produit,  cesse  de  valoir  si  l'on  rem- 
place les  «  vct  »  par  les  «  r  » ,  bien  que  toutes  les  Pp  précédentes  soient  sa- 
ti  S.aites. 

^     12-1     ievcWO  .3.  avct-(q/)  Pp 

•2     /£  vcWO.je  vct-(qi)  .^.  a  vct-(q/+q./)  Pp 

•3     18  vcwO  .j£  vct-(qi) .  k£  vct-(qi4-q j)  .^.  vct  =  q?-|-qj+q^  Pp 

La  Pp-1  dit  qu'il  existe  des  vecteurs  non  parallèles  à  un  vecteur  donné; 
elle  n'est  pas  satisfaite  si  l'on  considère  seulement  les  vecteurs  appartenant 
à  une  droite  fixe. 

La  Pp-2  dit  qu'il  existe  des  vecteurs  non  coplanaires  avec  deux  vecteurs 
non  parallèles  donnés.  Elle  n'est  pas  satisfaite  si  l'on  considère  seulement 
les  vecteurs  d'un  plan  fixe. 

La  Pp-3  dit  que  l'espace  que  nous  considéi'ons  a  trois  dimensions.  Elle 
n'est  pas  satisfaite  si  l'on  remplace  les   «vct»   par  des  <(C[^». 

Ces  trois  Pp,  nécessaires  dans  quelques  cas,  nous  sont  moins  intéressantes. 

*4     Hp'3  .  x,y,zsq  .  xi-{-yj-\-zk  =0  .^.  ^^=0  . 2/=0  .  2=0 

•5     Hp-3  .  x,y,z,x\y\z's(\  .  xi-{-y]-\-zk  =  x'i-\-y'j+z'k  .'^. 
x^ic' .  y^y' .  z=z' 

•6     Hp-3  .  0£  pnt  .[3-  pi^t  =  o-\-([i-\-qj-^qk 

Les  nombres  x,y,z  qui  fig'urent  dans  les  PIS  s'appellent  «  coordonnées 
du  vecteur  xi-\-yj-\-zk  par  rapport  aux  vecteurs  fondamentaux  i,j,k*.  Ils 
s'appellent  aussi  «  coordonnées  du  point  o-\-dci-\-yj-\-zk  par  rapport  à  l'ori- 
gine 0  et  aux  mêmes  vecteurs.  Dans  les  Hp  de  la  P13  les  coordonnées 
sont  cartésiennes  orthog-onales. 

Les  quantités  x,y,z,t  sont  les  coordonnées  baryeentriques  de  xa-\-yh-\-zc 
-\-td,  si  a,h,c,fU\n\i\  en  sont  les  projectives,  si  a,b.r.'l  sont  des  sommes 
do  points. 


vct 201 

^     13.         ij,k£vct  .f=f=k'=l  .ixj=:ixk=jxk=0  .^: 

•1     uSYCt  .'^.  H=iuXi)i+{uXj)j-\-{uXk)k 
•2     x,y,z,x',y',z'£q  Q.  {xi+i/j-\-c.k)x{oc'i+}jj-\-::'k)=xx'-\-yy'+zz' 

•3     œ,y,z£q_.^.  mod{xi-{-yj+zk)  =  sl{x'-i-i/+z''} 

^     14-i     a,b,c£  put .  c?£  a+^(c— a) .  e£  b+e{d—b}  Q. 
mod(e— &)4-mod(é?— 6')  ^  mod(a— 6)+îiiod(a— (?) 
I  EUCLIDES  I  P21  { 
'±     a,b,C£  pnt .  //?,;«£q  .3- 

J  Stewart  a.  1763  | 
•3     a,b,c,d£ pnt  .m, )i,2)£q  .3- 

[(m4-?i+2J)rt.— (/^«?>+/?c+;x/)]' =  {m+n+p}\m{a—bf+n{a—rf 
+2:>{a—d}^\  —inn{b—cf—mp{b—df—n];){c—df 

U     ^15.         ^<£vcWO  O-     -0    U?6=Vniodi«  Df 

•I     mod  \]u  =1     .     U(— ^0  =  — U^^     .     aeQ  .3-  Ua?^  =  U?/ 

^ofe.  La  fonction   U«,  qu'on   peut  lire  «  le  vecteur  unitaire   dans  la  di- 
rection de  w»,  a  été  considérée  et  désignée  par  ce  signe,  par  Hamilton. 
L'opération  U  correspond  à  l'opération   «  sgn  »   sur  les  nombres. 

empli     cmpj_      ^  16.     <«,?•,'/;£  vct .  modw=l  .3- 

•0     (cmpj  |^<)r  =  {)'.Xr)u  \  =  «  composante  parallèle  k  u  de  v  »  \  Df 

•01   (cmp_LM)y=  L-— (empli w)i^  !=:«»         normale  à  w  de  ??»  i  Df 

•1     (empli ?<)  (^'+^^)  =  (emp||î^)i'+(cmp|!^^)iO 

•il j_ J_ 1_ — 

'2      U,V£  VCt  .  U' =0   .3- 

(cmp|  I  u)v  =  (cmpi  iUw)i7     .     (cmpl_i<)i-  =  (cmp^Uw)?>        Df 

Lm  lim     ^     20.        (vet  jqj  §q,  P21-24  30 

(Pnt|qj 

^     21.     Â:£Cls'q.a;£6/c.  w£(Cls'pnt)fA-  .3 
lim(w,A-,^)  =  pnt'^  a3j  lim[  1  raod(a— ?<ô)  1  j,  A-,  x^  =0  Df 

Ex.    rectaTang  P51  P52 

D  S     ^     22.  (pnt  I  qJ§q„P31 

(vet  I  qj 31-34.  40.  41. 

^    23- j      w£(vet-tO)Fq.Dw£vctFq  .3  Dmod;<  =:  U^<XD^< 
•2     DUm  =  [(cmp_Lw)D«*]/mod«/. 
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Dtrm     ^29. 

•1     u,v£  vct  f  1-4  .3  Dtrm[M,.Xv,  |M,  1-4  i  1-4]  =0 
Subst    ^     30.     (vct  |q^)  §Subst  Pl-2 

U  cos   ^    31. 

u,vè  vct .  vaoàu  =  modr  =1  .^.     -0     cos(?<,?;)  =  ?«xy  Df 

w,t^£vct-fO  .3-     ■''     cos(w,?;)  =:cos{Uw,  u?;)  =(Uw)X(Ui/')     Df 

•2  Q,os{u,v)  =  cos(t7,i«) .  cos(— z«,t?)  =  cos(m,— r)  =  — cos(w,î?) . 
q,os{—u,—t)  =:  cos(w,r') .  —1  ^  cos(?<,?;)  ^  1 

•3     ux^"!  =  modii  mo'dy  cos(^/.,'y) 

•4     cos(M,i9)  =1  .=.  y£  Qw  :     cos(w,y)  =—1  .=.  ce  —Qu 

ang  =:  (angle) 
^32.     it,v£  Yct  hO  .'^.     -0      ang{w,i?)  =  cos~'[cos(«*,t;)]      Df 
•1       eing{u,v)  8  On 

•H     ang(^^,^;)  =  ang(^7,^'.)  =  ang(— ««,  — ?j>)       |Euclides  i  P15  | 
•12        »       i=jT— ang(w,— Z7)  =  ang(U?i,  U^7)  i         »  13  j 

•13     u-\-v  -=0  r^.  ^\\g{u,v)  =  ang(?*,  î^+t?)  +  ang(i*+y,  t*) 
•14     ?/,LVi^£  vct-tO  .3-  ang(?^,r(?)^ang(i^,t;) +  ang(?7,io>     . 
ang(w,y)  +  ang(i',M;)  +  ?i\\g{w,u)  ^  27r  |    Euclides  xi  P20,  21  | 
•2     cos(t^,?')  =  cos  ang(w,i')     '3     sin(w,t7)  =  sinang(M,z')       Df 
•4     sin(w,w)  =0  .=.  ?*£  q?;       "5    mod  (cmp_L?^)i*  =  mody  sin(M,?;) 

^  33.  p,f7,r£pnt  .  p'=q  .  p-=:r  .  g-=r  .  a=mod{q—r)  .  b= 

mod(r— 29)  .  c=mod{p—q)  .  a'=ang(2?— g,p— r)  .  b'=-àng{q—7% 
q-p)  .  c'=iing{r-p,r-q)  .  s=  (a+&+c)/2  .3 
•1     a=b  .=.  a'=b'  \  Euclides  i  P  5,    6  | 

•2     a<b  .=.  d<\)  \  *  18,  19  j 

•3    ft'4-?y+c'  =  7r  j  Euclides  i  P32        j 

•4    a  =  &  cosc'  +  c  COS&'      -5    a*=:  b^-{-c}  —  2bc  cosa  [  =  P8-61  ] 
•  6     sina'/tt  =  sin?//6  =  sinc'/c 

I  Nasîr  Eddin  Attûsi  a.  1260  Lui  | 

[   Hp  .D.  p~r  =  (p-q)-{.{q-r)  (1) 

Hp  .  (1)  O-  [cmpj_(j»-ç,i]rj?-r)  =  [cmpJ_(;)-<7)](5'— r)  (2) 

Hp  .  (2)  .  P32-5  .D.  P   ] 

•61     bcsina'  =  2yJ [s(s— rt)(s— &)(s— r)]      [Héron  a.— 150  p.28e| 

{bcfima')l2  est  l'aire  du  triangle  pqr. 
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•7      sm{a'/2)  =  s\[{s-b){s-c)/ibc)]    .    cos{a:/2)  =  s][sis-a}/ibc)]  . 

tng{a'/2)  =  ^{s-b){s-0/[s{s-ci^]  \ 
•8      tng[{a'-b')/2]  !  tng(e72)  =  (a-b)l{a+l>) 

!f^     34.     ?/.£  vct -fO  .  i- f  vct-q^f  .  îrg  vct-(q^^ +qr)  .^. 

•0     ang{i*;y,(y)  =  ang[(cmpi_w)?;,  (cmpj_«)(r]  l)f 

»     =  (angle  dièdre  déterminé  par  les  plans  uv  et  me) 

a=  ang(r,i".-) .  h=^  ^ng{io,u) .  r=ang(?^,r) .  a'=^ix\\g{H\v,w) .  &'=  ang 
{v;w,u) .  c'^  •dng{w;u,v)  .  s^  {a-\-b-{-c)  2  .  .s'=  {a+b'-\-c')/2  .3. 
•01  a<  ?)+c  .  a+b+c  <27i  [  =  P32i4  ] 

•02  a'>  &'+c  — 7r  .  ji  <  a'4-6'+6-'  <  3jr 
•1     cosa  =  cosb  cosc+sin&  sine  cosa' 
[  cos{v,w)  =  IJyxUu; 

=  [(cmpl|î<)Uy4-(cuip_L")Uij]  X  [(cmp||ii)Ui(;-(-(cnipJ_?OU'f-"] 
=  [(empl|w)U^-]x[(cmpl|«<)Uw]  +  [(cmpj_iOUv]X[(cmpJ_M)UM;]  O-  P  J 

I  Al  BATTâNi  a.929  ;  voir  BD.  a.l892  p.l47  j 
I  Regiomontanus  a.  1533  p.l27  : 

«  In  omni  triangulo  sphaerali  ex  arcubus  circulorum  magnoruin  constante, 
proportio  sinus  versi  anguli  cuiuslibet  [1 — cosa']  ad  differentiam  duorum 
sinuum  versorum,  quorum  uuus  est  lateris  eum  angulum  subtendentis 
[1— cosa],  alius  vero  ditferentise  duorum  arcuum  ipsi  ang'ulo  circumiacen- 
tium  [  1 — {cosb  cosc  -j-  sinô  sine)  ]  est  tanquam  proportio  quadrati  sinus 
recti  totius  [  1  ]  ad  id,  quod  sub  sinibus  arcuum  dicto  angulo  circumpositorum 
Oontinetur  rectangulum  [sinôsinc].  »i 

•2     sina'  /  sina  =  sin//  /  sin&  =  sinc'/sinc 

ï  Abû'lwéfa  a.940'~'998;  voir   Journal   Asiatique   a.l892 

s.8  t.l9  p.423  I 
I  Regiomontanus  a.  1533  p.95  : 

«  lu  omni  triaugulo  ...  sinus  laterum  ad  sinus  angulorum  eis  oppositorum 
eandem  habent  proportionem  » .  1 

•3     cosa'  =  —  cos&'cosc'+sin&'sinc'cosa 
•4     cos?>cosc'  :=  sin?;/tnga  —  shw'/tnga' 
•o     sin&  sine  siua'  =  2yj[sins  sin(s— a)  sin(s— &)  sin(s— c)] 
•6 .  sin(a'  2)    =  vj|sin{.s— &)  sin(s— c)  /  [sin&  sine] |  JNepek  a.l614  p.48 

cos(ri'/2)  =vjjsinssin(s— a)/ [sin5sincj|         |     »  »        »   j 

sin(a/2)    =  sj;— coss'cos(s'— a')  /  [sin&'  sinc']j 

cos(a  2)  =yJîcos(.s'— &')  cos(s'— c')  /  [sin6'sin6*']| 
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•7     sin[(a'-&')/2]  sin(c/2)  =  sin[(«— &)/2]  cos(c72) 

cos[(a'— &')/2]  sin(ç/2)  =  sin[(a+&)/2]  sin(c72) 

sin[(a'+&')/2]  cos(c/2)  =cos[(a-&);2]  cos(c'/2) 

cos[{a'-\-b')/2]  cos(c/2)  =:  cos[{a—b)/2]  sm{c'/2) 

I  Delambre  Connaiss.  des  temps,  a.l807  \ 

•8     tng[(a'+&')/2]  =  /tng(c/2)  cos[{a—b)/2]/Gos[{a-\-b)/2] 
tng[{a'—b')/2]  =        ■»         sin        »         sin        » 
I  Neper  a.l614  p.48  j 

^     35' 1   a,b,r£  pnt  .  mod{a—b)  =  modia—c)  =  \nod{b—c}  ^1  .3. 
cos(/;— a,  c— fl)  =  sin[rt— 5,  «— (?>+c)/2l  =  /2     . 
sin  »  =  cos         »  »  =  ^8  /2 

•2     a,b,c,d8  pnt  .  mod(a— &)  =  mocl(ri— <?)  =  mod{a—d)  = 
mod{b—c)  =  mod{b—d)  =  mod{c—d}  =1  .3]). 
Gos[{a-\-b)/2  -c,  {a+b)/2-d  J  =  /;3 
sin        »         »         »         »         =  2^2  /3 
cos[(a+/;)/2  -c,  {a+b)/2  -  {c+d)/2]  =  vJ(2/3) 
sin        »         »         »         »         »  =  vJ/3 

^    39.  recta    plan 

U8  vct-iO  .3-  recta(a,w)  =  a+q?^  Df 

b£  pnt-ta  .^.  recta(a,?^)  =  recta(a,  b—a)  Df 

^  a-\-q{b—a)  Dfp 
?/£  vct  .  r£  vct-q?/  .3-  plan(«, //;?•)  =  a-\-qi'+qvDf 
b£  pnt-6a  .  c£  pnt-recta(rt,5)  .^. 

l>l£ii\{a,b,c)  =  \:)lan{a,b—a,c—a)  Df 

•5     Hp-4  .3.  plan[recta(rt,&),.?]  =  plan(rt,&,c)  Df 

Ex.  §rectaTang-P2. 

Nous  donnons  ici  les  définitions  do  la  droite  (recta)  déterminée  par  nn 
point  et  un  vecteur  ou  par  deux  points,  et  du  plan  déterminé  par  un  poin" 
et  deux  vecteurs,  ou  par  trois  points. 

*    40. 

Nous    donnons  ici    les  définitions  symboliques  de  plusieurs  mots   g-éomé- 
triques,  sans  nous  prononcer  sur  l'utilité    d'introduire   des   symboles   pour 
indiquer  ces  idées  dans  un  développement  de  la  Géométrie  symbolique. 
u,v,ws  vct-iO  .  as  pnt  .  b,cs  pnt-w  .  7-eQ  .  fceCls'pnt  .3. 
qw  z=  (vecteur  parallèle  à  ri)  =r  (point  à  l'infini  de  u). 
Q,u  =:  (vecteur  parallèle  et  de  même  sens  que  u). 


•1 

•2 

as  pnt 
as  pnt 

•3 

as  pnt 
as  pnt 
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a-\-Q,{b—a)  =  (rayon  d'origine  a  et  passant  par  b). 
a+0(&— fl)  =r  (le  même  segment  avec  les  extrémités). 
a-\-9yb — a)  z=  (segnnent  de  droite  limitée  par  a  et  6,  ces  point   exclus). 
=  (droite  à  l'infini  qui  contient  qii  et  qv). 
•2    qit-\-qv  =:  (vecteur  coplanaii-e  avec  u  et  v) 
a-\-Qu-^Qv  =  (ang-le  de  sommet  a  et  de  côtés  au  et  av). 
(son  supplémentaire  1  =  a-|-Q«— Qf 
(son  opposé)  z=.  a — Qu — Qv 
■3     a-j-qti-|-Qy-fQ<6-  =  (angle  dièdre;  l'arête  est  n^qu,  les  faces  sont  : 
a-{-qu-\-Qv ,  a-^qic-\-Qiv). 
a-l-Qii-\-Qv-{-Qw  =■  (angle  trièdre  ;    a  est  le  sommet,   a-\-Qu,  o-\-Qi\  ... 

sont  les  arêtes,  et  «-j-Qw+Qy,    a-{-Q,u-{-Qw,  ...  sont   les  faces. 
a-\-6u-\-0v   —  (parallélogramme). 
a~\-6u-\-6v-\-6w  =  (parallélépipède). 

k-\-qu  =  (cylindre  qui  projette  selon  la  direction  «  la  figure  k). 
a-\~q[k — a)  =  (cône  qui  projette  k  du  point  a). 
•4    l'angle  {u,v)  est  droit  =  {uXv=0] 
»  »  aigu  =  (     »    >0) 

»  »         obtus  =r     »       <^0) 

•5    ■pntr>x3[{x — a)Xu  =0]  =:  (plan  passant  par  a  et  normal  à  u). 
■6     Uw+Ui'  =  (vecteur  dirigé  selon  la  bisectrice  des  vecteurs  u  et  v). 
a-|-q[U(6 — a)-f-U(c— o)]  z=  (bisectrice  de  l'angle  bac). 
uxUv         =  (projection  de  u  sur  v,  comme  nombre). 
(uX'Uv)Uv  :={        »  »  »  ,  comme  vecteur). 

•7     pntn  cc3[mod(cc— rt)  =:r]  =:  (sphère  de  centre  a  et  de  rayon  r). 
pntn  xalix—a)"^  =r-]  =  (idem), 

Transi    ^^     41.     u,v£  vct .  ps  ipnt  r^. 

•0     (Transi  ?^)p^p+i^  |  =:  «  le  point  j^,   après  la    translation 

représentée  par  le  vecteur  it^>.  \  I)f 

•1     (Translr)(Translw)  =Transl(n+r) 
•2     m£Ni  .^.  (Transi?^)"' =  Transb>U6 

Sym     ^     42.     a,&,c,p  £  pnt .  ?ie  vct  .^: 

•0  (Hymc)p  =  c-\-{c—2J)  1=  «  symétrique,  par  rapport  k  c,de  py>\ 

•1  {SYmcfp=p         -2  (Sym?>)(Syma)  =  Transi  2(/;—ft) 

•3  Transit  =  [Sym{c+u/2)]  (Symc) 

•4  (Transita)  (Sy  me)  =  Sym(c4-î^/2) 

•o  (Symc)  (Transit)  =  Sjm{c—u/2) 

^  43.     u,v,îO£  vct .  ?«-=0  r^. 

•0     (Sym/0^^  =  (cmp||w)r— (cmp_Lw)^  Df 

•1     (Symw)'^?  =v 


206 vct 

Homot     ^     44.     a,b,c,ps  \:)nt .  h,ksq.u£  vct  .'^. 
•u     Romot{c,k)p  =  c-\-ki20—c)  î=  «le  correspondant   de  p  dans 
l'Homothétie  de  centre  c  et  de  rapport  k*  \  Df 

•1     Romot{c,l)p=p  .  Romot{c,—l)p  =  iSymc)p 

•2     nomot(-?,fe)?;— Homot(/:',^)rt  =  k{b—a) 

•3     /j-=l  .3  Homot((?,^)Transh/.  =  Homot[c+i</f/(l— A), /i;] 

[Horaot(Z>,^)]  [Homot(a,;o]  =  Homot[rt+(&— «)(1— ^)/(l— /i^),  hk] 
•■;  A;  -=0  O.  [Homot(6,  /k)]  [Homot(«,A)]  =  Transi  {b-a){l—/k) 
•6     A>?£Ni  .3  [Homot(c,^)]'"  =  Homot(c,fe"') 

Note.  Les  P41-^'4  contiennent  les  définitions  et  les  propriétés  principales 
des  opérations  appelées  translation,  symétrie,  homothétie.  Elles  n'ont  pas 
d'application  dan  i  la  suite. 

Rotor  Rotat     ^^     45. 

•0     Rotor  =  13  3  {a,b)3  \  a,b£  vct .  moda  =  modb  =1  .  axb  =0  . 
i={b,-a)/{a,b)]     '  Df 

"i     /eRotor.^). /'=— 1 

«,&£  vct .  modrt  =  modZ^  =1  .  ayji  =0  .  /  =  (?^,— (7)/(a,  b)  7^. 
•21   ?£  Rotor         -22  /£  Subst(qa+q/;)         '23  Variab/ =  qa+q?) 

0£  pnt .  p,qjre  o-\-(\a-\-qb  .  ^,r£q  .  ms^^ .  w£  qrt+q&  7^. 
•3     Rotat(o,/,^)iJ  =  o+e''<(j!)— 0)  Df 

=  «  le  point  p  après   la  rotation   de   t  radiants 

autour  du  point  0  dans  le  plan  de  la  variabilité  de  i  » . 
•M  Rotat(o,i,ORotat(o,z,^)  =  Rotat(o,/, /+/') 
•32  Rotat(o,/,0"'  =  Rotat(o,i,m^) 
•33  Rotat(g,/,— /)  Rotat(p,/,^)  =  Transl[(l— e''  ){q—p)\ 
•34  Rotat(g,i,^)  =  Transl[(l— e*')(g— 25)]  Rotat(p,/,0 
•35  e^'-=l  .3  Transit!  Rotat(p,/,0  =  Rotat[^;+i</(l—e»'),/,q 
•30  Rotat(p,i,0  Transit  =  Rotat[p— «/(l— e»'  ),  ij] 
•37  e'<'+"-=l  .3  Rotat(g,7/)  Rotat(p,/,^)  = 

Rotat[/94-(^-iJ)(l-c'"0/(l-e''""'  *),  /,  t^-t] 

Note.  Nous  appelons  «  Rotor  »  toute  transformation  linéaire  qui  à  detix 
vecteurs  a  et  6  unitaires  et  perpendiculaires  fait  correspondre  les  vecteurs 
b  et  — a.  Et  nous  indiquons  par  Rotat(o,/,0;',  où  o  est  un  point,  t  un  Kotor, 
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f  un  nombre  réel,  p  un  point  du  plan  o-j-Variabi,  la  nouvelle  position  du 
point  p  après  une  rotation  autour  de  o  dans  le  plan  de  t  de  l'angle  fermé 
par  un  arc  de  cercle  de  longueur  t  rayons. 

Le  produit  d'un  vecteur  par  un  nombre  imaginaire  a  été  considéré  par 
Wessel  a.l797. 

quaternio     %    46*0     quaternio  =  q  +  q  Rotor  Df 

.c,?/£quaternio  .3-       "^     x-\-y  = 

7  quaternio  '^  Z3{u£  Variaba;'^ Variab?/  .2])„.  zk  =  xu-\-yu)       Df 
•2     yx  =■ 
1  quaternio  >>  Z3{u£  Variab.^  .  xu  e  Variaby  .^,,.  zu  =  yxn)    Df 

U,V,XC£  vct  ,  Il  -==  0  .3- 
•3     v/u  =  1  quaternio  >>  X3{v=z  xu) 

•4     quaternio  =  vct/vct     Dfp         -S     {r-\-rr)/u=^r/u-\-w/u 
•6     V  -=  0  r^.  {w/v){v/u)  =  lO/ll 

■■<  Qiiaternio  »  est  une  expression  de  la  forme  x-\-iy,  où  x  et  y  sont  des 
nombres  réels,  et  ^  est  un  Rotor.  Nous  nous  limitons  à  définir  ici  la  somme 
et  le  produit  de  deux  quaternions.  Ces  théories,  qu'on  doit  à  Hamilton,  ont 
une  longue  bibliographie,  et  sont  un  puissant  instrument  dans  les  mathé- 
matiques appliquées. 

On  a  fondé  une  «  International  Association  for  Promoting  the  Study  of 
Quaternions  and  Allied  Systems  of  Mathematics  »,  qui  a  pour  «  General 
Secretary»  M.  A.  Macfarlane,  Prof,  in  Lehigh  University,  South  Bethle- 
hem,  Pennsvlvania. 


rectaTang    ^     51.     pspntFq./eq  .3- 
•0     rectaTang-(p,^)  =  limj  recta[p/',  J^if+h)]  \Ji,  q,  0  j         Df 

•1     Bpf  £  vct  "lO  r^.  rectaTang-(p,^)  =  recta(2)/,  Dp^) 
[     P-0  .Z):  rectaTang(/>,0  =  lim;recta[j9f,;X/+/?)     ]\h,q,0\ 

§vct39-2  .3  »         »         «         »         »         »       j)(f+h)—pf      » 

«        «        -        >>        »     [p{f+h)  -  pt]lh  » 
»  »  »     =:  recta(^:)f,  T>pt)     ] 

•2     ??£N,  .  T>pf  =  D'/)t  =  ...  =  'D''pt=0  .  D"''pt£vct  -/O  .3 
rectaTang(p,/)  =  rccta(^j/,  B"^^pt) 
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planOscul     ^^     52.     HpP51  .3 

•0     planOscul(y;,/)  =  limj  plan[rectaTang(p,0,  p(t-]-h)]\h,  q, Oj  Dt 

•I     Bpts  vct-iO  .  D*pt£  vct  ^qDpt  .3 

planOscul(y9,/)  =  plan(^/,  Dpt,  D^pt) 
[  PO  .3.     planOsciil(;>,0  =  lim  |  plan  [rectaTang'(p,/), /»(?+;i)        ]\h,q,0\ 
P51-1.39-5.3  »         =     »         .     [pt,^pf,  P(t+h) 

P39-4  O.  »         =     »         «  »         ,[p't+h^-pt-hY)pt]jh''      » 

§D8  0.  »         =  ^\?in{pt,'Dpt,W}^t  \    ] 

•2     m,n£^^ .  Dpt  —  B'pt  =  ...  =  D"'-'pf  =0  .  D"'pt  e  vcWO  . 
3  planOscLil(î9,^)  =  plan(p^,  Jf^pt,  D"'^''pt) 

Arc     ^     53.     a,bsq  .  rt<&  .  ^9£  put  F  a'^  h   ~). 

•0     Arc(/9,  a^b)  =  Y  X3\'j{n,t)3[n£'^^  .  t£{ct^h  f  0—;i)cres  .  4=^ 
.  t^-=b  .x=^[  mod(p  ^,.^,  —  p /,.)|r,  0-{>î-1)  ]  ]  i  Df 

•  1     Dpe  (vct  F  cf  &)cont  .3-  Arc(^9,  a"^  h)  =  S(mod  Dyj,  a^  b) 

Norm     curvatura 

^     54.     pe  pntFq  .  teq  .  Dpt  £  vct-iO  .  B^pt  s  vcUqDpt  .3. 

Norm(p,/)  =  rectafp^,  (cmplDp/)(D'ijO]  Df 

Norm(p/)  =  rectafp^,  D(UDp^)J 

curvaturai:?^,^)  =  modD(UDp/)/modDj5^  Df 

Nous  donnons  ici  les  définitions  de 
rectaTang(/>,/i  r=  droite  tangente  à  la  ligne  décrite  par  y;,  dans  le  point 

de  paramètre  /, 
planOscuU;;/)  r=  plan  osculateur  id.  id., 
Norm  p,0  :=  normale  principale  id.  id., 
Arc(p,  a^  b)  =r  la  longueur  de  l'arc  décrit  par;;,  pour  les  valeurs  de  a 

h  b  de  la  variable, 
Curvatura  =r  courbure 
et  les  théorèmes  pour  les  trouver. 

Le  vecteur  Dpt,  si  la  variable  /  est  le  temps,  s'a})pelle  «  vélocité  du 
point  p  ».  D'pt  en  est  l'accélération.  Si  le  point  jw  a  ime  masse,  ou  coefficient 
numérique  m,  mDpt  est  la  «  quantité  de  mouvement  »,  mW-pf  ■=.  «  force  », 
cn{Y)ptfj2  =  «  force  vive,  ou  énergie  cynétique». 
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p  =  paramètre  différentiel. 

^     61.    k£  Cls'pnt  .  k'^JÔk  .  pek  .  u,v£  qfk  .3. 
•0     f{u,k,p)  = 
1  vct  f>  r3\\\m\[\{u.q—iqi)  —  (g— p)x?']/mod(g— p)]  \q,  k, p\  =0  \   Df 
=  «  paramètre  différentiel  de  11 ,  dans  le  champ  A-,  pour  le  point  jj  » . 

i     up  =z  m^ixu'k  .  ^{ii,k,p)  £  vct  .3-  Fi^h^yV)  =0 

•2     l£  (Int^)F0  .  t£e  .  Bit,  f{u,k,lt)  £  vct  .3. 

D{uî,e,t)  =  ^{u,k,lt)xBlt 
•3     RpF-i  .  Hlt  =  miixul'e  .^.  f7{i(,k,lt)xDlt=0 

a,p£  pnt  .  »?£  2+No  .3- 

•5     p[(p-af  i  p,  pnt,  p]  =  2(^-«) 

•6     p[mod(p— «)  I  ^,  pnt-m,  p]  =  U(^9— rt) 

•7     p|[mod(  jj— fOr  I  p,  pnt,  p|  =  m  [mod{p—a)]'^''\J{p—a) 

Hamiltou  a  introduit  cet  opérateur  p  dans  ses  Lectures  on  Qua  fer  nions, 
Dublin  a. 1853,  p. 610. 

Lamé  (JdM.  a. 184:0  t. 5  p. 316)  avait  appelé  «  paramètre  différentiel  de 
premier  ordre  de  la  fonction  u  »  le  modp(^?^,A,-,;?). 

Les  P-2-3  donnent  la  règle,  énoncée  par  Leibniz,  a. 1693  t.6  p. 233,  pour 
trouver  la  normale  au  lieu  des  points  pour  lesquels  est  constante  la  somme 
des  distances  à  plusieurs  points  fixes. 
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TABLE  DES  SIGNES. 


Cette   table   contient  les  symboles  et  les   abréviations    qu'on    rencontre 
dans  cette  publication,  ordonnés  selon  la  forme  typographique. 


Signes  de  forme  spéciale. 


I  =  divisé  par        §24  Pl-0  7-0  32-7 
§Q  P.30-0  §Subst  P.5-2-5 
[V  =  élevé      §25  Pl-0  P50  Pli  P21 


•  (  )  [  ]  1  1                                     §lPl-2 

§Q  P41-0P52P60 

;    «système  de  variables»        §lPl-6 

vj  rr  racine 

§Q  PÔ3 

§1P40  .  Voir  ; 

s^  ^  racine  générale 

§q'P4 

S  =  avec                                             §8 

a--b  ■=.  les  entiers  de  a  à 

6         §31 

Z)  «  est  contenu,  on  déduit  »  §lPl-7 

...  =  etc. 

§2'P1-11 

=   «  est  égal  »                           §lPl-9 

!  :=  factorielle 

§35 

r^  =  et                                          §lPl-8 

X    =:  infini 

§61  P4 

o  =  ou                                §2P1-0P40 

•"•          «  intervalle» 

§QP19 

A  =  classe  nulle                              §3 

/    voir  S. 

-  =:  non                           §4P1001-2-3 

«  inverse  »  ou  «  à  la  place  de  >'  §11 

'  '  =  de                                          §12 

Lettres  grecques. 

0  12  3  8  9  X                      §-|-P2 

+  =  plus                                 §20  Pl-3 

/9  =  la  partie  fractionnaire  de    §42 

Df  de  a+b,  si  a,bs^^,             P3a-2 

à  =  ensemble  dérivé 

§66 

si  a,bsn,  R,  r,  Q,  q              §—  P4-0 

p  ^  paramètre  différentiel 

§vctP71 

§/  P12-0  P32-2  §Q  P3-0 

s  =  est  un 

§1  Pl-4 

a,b£  Cls'No                            §-|-  P7 

3  z=.  qui 

§1  Pl-5 

nombres  complexes  §qnPl'l 

û  =  fraction  propre 

§60 

as  pnt  .  bs  vct                  §vct  P3-2 

0,  0  =  intervalle  de  0  à 

1       §QP2 

a,bE  vct,  pnt              §vct  P3-3  P7 

(  =  égal 

§6 

>  <  >  ^   §21  Pl-0  P2-0  §-  P7-0  . 

j  =  le 

§7 

§1'  Pl-5  P2-0-2  §Q  P17-0 

?.  =  limites  de 

§65Pl-0 

—  =  moins          §22  Pl-0  P2-1  P5-0 

A  =z  limites  généralisées 

§65P3 

§/  P22-0  P32-3  §Q  PI  1-0 

.-r 

§84 

§q„Pl-3  §vctP2-0  P3-4 

n  =z  produit 

§34 

±                                                §Q  P56-0 

^  =  somme                   §33Pl-0-l,  P21 

X  =  multiplié  par       §23  PIO  2  6-0 

§lim  PlO-0, 

Pll-1-2-3 

§/Pr)-0  32-6  §QP21-0  §q„Pl-4 

(P  =  indicateur 

§53 

Svct  P5-0  PG-4  P8  lMl-1 


Lettres  latines. 


211 


a.  •=  an 

Alteni  ■=.  alterner 
ang  =  angle 
Arc 

Assoc  ^  associative 
Assoc  r> 
»     w 

»    +         §+: 

»     X  §X  Pl-5     »     5-5 

B  =:  nombres  de  Bernoiilli  §86 

C  on  Cmb  :=  combinaison  §35P2 
C  •=.  constante  d'Euler  §78 

Chf  =  chiifre  des  nnités  §43 

Cls  =  Classe  §lPl-3 

Cmp  =  composer  §lP3-2  P5-4 

cmp]|  =  composante  parallèle 

§vctP16 
cmpj_  =  composante  normale    » 
Comm  ^  commutativité 

d'une  opération  §1  P6-2 

Comm  r\  » 

»       u  §uP2-2 

.  »       +  §-f  P5-5  §vct  3-34 

»       X  §XP1'4    »     8-1 

de  deux  opérations  §-Pl"5 

Comm  e,  -  » 

»     lim,  —  §lim  P5-2 

»       >,      /  »       7-2 

»       »     2  »       9-2 

»       »     S  §SP12-2 

y      y,  s  »      11-1 

«     D,  S  »     20-5 

conj  ■=  conjugué  §q'  P3-0 

cont  ■=  fonction  continue  §73 

cos,  cos-i  =  cosinus,  anticosinus 

Voir  sin 
ères,  creso  ^  fonction  croissante  §70 
D  =  dérivée  §74 

deer  =  fonction  décroissante  §7o 
Dem  ou  Dm  ■=.  démonstration  §1P3 
Df  =  déHnition  §li'2 

Dfp  =  définition  possible  §1P2 


Distrib  : 

=  distributive 

§vctP2-4 

Dist 

rib  £  rs 

§vctP32 

» 

r\  r\ 

§vctP53 

» 

ZD^ 

§Z)P6-3 

» 

3  n 

» 

» 

A  U 

§^P2-3 

» 

S  W 

§vct  3-35 

» 

3  \J 

*    7  ^ 

X,+ 

NX 


§1P5-1 
§lP5-7 
§lP7-3 
§lP8-2 
§uP3-l 
§wP4-0 
§wP41 
§-P2-62 

§aP3i 

§tP-2 

§'Pl-5 

§Xl-3 

§vct  5-2-3,  8-3 

§|M-5 

+,-  §"--3 

lim,-f  §lim  42 

»   ,X  §lim6-2 

»    ,[^  §lim  8-4 

dt  =  dénominateur  §46 

Dtrm  =  déterminant  §81 

Dvr  ou  D  ^  le  plus  grand  commun 

diviseur  §44  Pl-0,  P3-0,  P4-0 

e  §76 

E  =  entier  de  §42 

3  =:  existent  §5 

Elim  =  éliminer  §g^P2*l 

Ex.  :=  exemple 

Export  :=  exporter        §1  P3-4,  P9-3 
f,  j  ^  fonction  §10 

F  ^  fonction  définie  §14 

Homot  =  homothétie  gî)lP44 

Hyp  ou  Hp  =  Hypotbése      §lPl-7» 
i  =:  imité  imaginaire  §83 

idem  =:  identité  §13 

imag  =  coetticient  de  I  unité  ima- 
ginaire §(i'  P3-0 
Import  z=  importer  §lP3-4 
Induct  =  loi  d'induction  §-)-P4-3 
infn  =:  un  infini  §\um 
1'   =  limite  supérieure     §<;1P1UP20 


1,  =:  limite  inférieure 


Voir  1' 
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lin  =z  fonction  linéaire  §82 

Lm  =  Classe  limite  §71  PIO 

lim  =  la  limite  §72  Pl-0 

§qn  P24  §vct  P20 
Log  =  "logarithme  §63 

log  ^  logarithme  dans  la  base  e  §77 
log*  =  logarithme  général  §.tP5-0 
max  =z  le  maximum  des  §52 

Med  =  moyen  §64 

min  =:  le  minimum  des     Voir  max 
mit  ou  m  z=  le  plus   petit   multiple 
commun  §45P10  P2-0 

mod  =  module     §36  §Q  P80  §qn  P3 
§SubstP3  §vctP9 
mp  z=.  la  plus  grande  puissance  §52 
No  =  nombre  §+  Pl'â 

Ni  =  nombre  positif  §-j-P§ 

n  =:  nombre  entier  § — P3 

Norm  =  droir^e  normale  §vctP54 
Np  ^  nombre  premier  §51 

Nprf  =:  nombre  parfait  §54 

nt  ^  le  numérateur  de  §46 

Num  =  le  nombre  des  §32 

Oper  r=  opérer  par 

Oper  r>  §lP5-5 

Oper  £  §1  P4-1 

Oper  3  » 

Operu  §wPl-5 

Opéra  §aPi-2i 

P  ==  proposition 

Pp  =z  proposition  primitive        §1P3 

p.  =  page 

plan  §vctP39 

planOscul  §vctP52 

pnt  ^  point  §91 

Q  =:  quantité  positive  §62 

Qo  =  id.  id.  ou  nulle  §QP2-0 

q  =  quantité  §yP12 


qn  =  nombre  complexe  d'ordre  7i  §80 
q'  =  nombre  imaginaire  §83 

quaternio  §vctP46 

quot  =z  le  quotient  de  §41 

R  z=  nombre  rationnel  positif  §/P3 
Ko  =  id.  id.  id.  ou  nul  §/P31-2 

r  =:  nombre  rationnel  §/P31'0 

rcp  =  correspondance  réciproque  §13 
rcal  ^  partie  réelle  d'un  q'  §q'P30 
recta  ^  droite  §vctP39 

rectaTang  §vctP51 

rest  =  le  rest  de  §41 

Rotor,  Rotat  §vctP45 

S  =  intégrale  §75Pl-0 

PlO-1-2-3-4-6-7-8,  §q„  P42 
S'  =  intégrale  par  excès  §SPl-2 
S,  =  intégrale  par  défaut  §SPl-3 
Sb  Voir  Subst 

sgn  :=  le  signe  de  §36 

§DtrmPl-0  §vctP15 
■  Simplif  =  simplifier  §lP3-6 

gin  =  sinus  §85Pl-0 

sin-l  :=  antisinus  §sinP3 

sim  =  correspondance  semblable  §13 
Sb,  Subst  =  Substitution  §82 

Syll  =  syllogisme  §1P3-1  4-4 

Sym  =  symétrique  de     §vctP42  P43 
t.  z=.  tome 
Ths  ==  thèse 

tng,  tng-i  §sinP2  P3 

Transi  =  translation  §vctP41 

Transp  =  transposer  §-P2-3-4 

P3-7-71,  P4-2 
U  =  unité  de  §vctP15 

unit  =:  unité  complexe  §qn  P2 

Variab  =  variabilité  d'une  fonction 
§14 
vct  =  vecteur  §91 
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VOCABULAIRE  MATHEMATIQUE 


Le  nombre  des  noms  adoptés  par  les  mathématiciens  s'est  accru  pendant 
les  siècles.  Il  était  de  1000  environ  dans  Arciiimedes,  et  arriA'e  à  17000 
dans  le  «  Vocabulaire  »  publié  yav  F.  Millier  a. 1900,  sans  compter  les  noms 
appartenant  à  la  Logique. 

Nous  exprimons  ici  en  symboles  la  valeur  de  plusieurs  de  ces  mots,  ou 
indiquons  la  place  où  l'on  trouvera  cette  expression.  Dans  un  développement 
successif  du  Formulaire  on  pourra,  peut-être,  ériger  en  symboles  quelques 
uns  de  ces  mots  ;  et  alors  l'expression  symbolique  que  nous  en  donnons 
servira  comme  Df.  Mais  la  plus  grande  partie  doit  être  supprimée  de  l'en- 
seignement. 


Abscissa  v.  coordinata 
Absolu  (nombre)  =  N^,  R,  Q 

»     (valeur)  =  mod 

»     convergence  v.  série 
Absurdum  =:  /\ 

Accélération  §^'ct  54 

Accroissement  de  fx  ■=.  f{x-\-h)—fx 
Acutus  =:  aigu;  v.  angle 
Additio  =  (opération  +) 
Addition  logique  =:  (opération  u) 
.Equatio  =  équation 
Aire  du  triangle  §vct  3361 

Alternando  §R  4  §vct2-4 

Analogies  de  Neper  §vct  34-8 

Analyse  indéterminée         §Dvr2-3-4 
Angulus  'figure)  =  yutvia     §vct  40-5 

»      nombre)  :=  ang 
Antécédent  d'une  raison  ajh  ■=.  a 
Applicata  =  ordonnée. 
'Anojo(ir]  ■=.  residuum  binomiale  (Ke- 
pler) §Q54-4 
Arc  sin  =  sin-i 
Arcus  =  Arc 
Arête  v.  angle 
Argument  de  a  ^  imag  log  a 
Arithmétique  (moyenne)  §Med  3 

»     (valeur)  :=  mod 

»     (triangle)  =  table  de  C 


àgiOfiôç  ■=.  Ni-(-l. 

Arrangements  n  à  n  avec  répétition 
des  objets  k  z=.  kY  l--n 
»     simples  :=  (k  F  l•••?^)sim.  §jï  3-2 
àovfiiuETgoç  =r  incommensurabilis. 
Axe  =  a^(ov  =.  droite 
Axioma  =  'A^îa>/na  z=  Pp 

Barycentre  §vct  7 

Base  d'une  puissance  a^^m  z=  a 

»      des  logarithmes    «Log  a:  =  a 
Bernoulli  (nombres  de)  =:  B 
Béta  (fonction)  §S  5-3 

Binomium  z=  fj  èx  ôvo  ot'Ojnâzcov   = 

R+^R  §Q  18-3 

Binôme  =:  somme  de  deux  q 

V.  coefficients,  formule,  série. 
Bisectrice  §vct  40-6 

Carré  =  |^2  ;  carrée  (racine)  =  y|. 

»     (nombre)  =  N' 
Carré  magique  d'ordre  m,  ^ 

(l--?n^)f(^l"-m  '.  l--m)r\ii3[rel---  m 

.3-  .  2(ltr,s\s,l--m)  =:  2'(«s,r 
|s,l'"m)  =  S{us,s\s,l---'m)  ■=. 
2{u,n-s-\-i,s\s,l-  ■  -m)] 

Cascade  (Rolle)  =  D  §D  43 

Centrum  ^  xévtqov. 
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Centre  de  la  fig-ure  k  =. 

put  r\  x3[{Sym  X)k  :=.  k] 
»     gravité  =  centre  des  moyennes 
distances  (Carnot)  ^  barycentre 
Cercle  de  convergence  §q'  10-2 

Champs  de  points  =  Cls'pnt 
Changement  de  variable  §S  30-11 

Chiffre  =  0-"9.    Le   mot   dérive   de 
cyphra  :=  0, 
»     des  unités  de  a  =  Chfa 
»     d'ordre  n  de  a  =  Chf  X— «a 
Classe  =  Cls 

Coefficient  de  b  dans  ab  =  n 
»  du  binôme  =  C 

»  différentiel  r::  D 

Combinât! 0.         k£  Cls  O- 
(combinaisons  des  k)  =  Cls'A; 

»     (avec  répétition)  =  NoFA: 
Tnombre  des)  z=  C 
classe  des  Om,n)  =:  n 
Commensurabilis  :=.  ov/i/ietooç. 

a,bsQ,  O-  («  est  commcusurable 
avec  b)  =:  (as  Rb 
Commun  diviseur  §t)vr 

»         multiple  §mlt 

a,6fCls  O. 

(classe  commune  à  «  et  6)  =  anb 
Complément  de  x  (si  xsd)  =  l—x. 
>■  (dans  les  log)  zz  10— a:*. 

»      I  en  trigonométrie)  =  -t^/2 — x. 
Componendo,  une  proportion  §R  11-1 
Composante  parallèle  =:  cmpi| 
»  normale  =  cmi)J_ 

Composition  des  déductions     îjl  Pî)-4 
»     vecteurs  ijvct  33 

»     translations,  rotations        41,45 
Conclusion  =  Ths 
Condensé  lensembiei  §ô 

Condition  —  P  contenant  des  lettres 
variables  i<l  PI -4 

a  est  cond.  nécessaire  de  b  .■=..  b'Z)o 
a  est  cond.  suffisante  de  b  .^.  a^) 
Cône  =  xcSvoç.  §vct  40-3 

Congrucnce:  a^b  (mod.?n,)  de  Gauss 
signifie  as  h-{-um. 


Conjugué  =  conj  §q'3-2 

Consequens  terminus  rationis  ajb  ■=b 
Constante  d'Euler  =r  C. 
Continue  ffonction  )  ■=.  cont 
Convergente  v.  série. 
Convexe  (figure»  §Med 

Coordinatae  §vct  12 

Corollarium  =  conséquence  d'une  P 
Correspondance  =  f 
Cosinus  =  cos 
Cosinus  versus  x  :=  1— sincc. 
Cotang  x   =   /tng.x    =    tngr.T/2— a?) 
Cosécante  de  x  =  /sinx. 
Côté  ■=.  7t).Evoâ,  V.  angle. 
Cubus  =  y.vfto?  =  |S3.  ou  X3. 
Cylindrus  ■=.  y.v'/.ivbooç  §vct  40-3 

Dénominateur  de  (i\b  z=i  h. 
"     réduit  =  dt 

Dénombrable    ensemble      §\um   43 

Dérivée  à  gauche,  à  droite  §D 

Dérivé  (ensemble!  ^  b 

Déterminant  (considéré  comme  un 
tableau  de  n'  q)  =  qFi^l"-ft  1 1---») 
Valeur  du  déterminant  :=  Dtrm 

Diagonale  §vct  8-44 

Dièdre  v.  angle 

Différent  ■=  -i 

Différence  entre  a  et  b  ^  b—a. 

Différentielle  v.  D. 

Di.sposition  v.  arrangement. 

Distance  des  points  a,  b  ■=.  mod  6— o) 

Divergente  v.  série. 

Dividendo  §R  II 

Division  =    opération  /  ) 

du  cercle  ij.T  P2 

Divisil)l('   pur  <i  z=.  a/\^ 

Diviseur  de  a  =.  \,r>,^//N, 

§77  31  gmp2-2 

Diviseur  de  0  §Subst  5 

Divisibilité  i^caractères  de)      §Cht' -2 

Ellipse  (arc)  §sin  14*1 

Ensemble  =r  Cls 

Entier  (nombre»  ■=.  N'o.  ou  X,,  ou  n 
»       (partie)     =::  E 
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Equation  =:  cTqiiatio. 

»     logique  §-  5 

»     du  premier  degré    §r40  §Sb  5-6 
second        »  §Q  56  57 

»        troisième     »  §Q  58 

»     d'ordre  n  %2S  §q' 5 

»     différentielle  §q,j  35  §Sbst  14  15 

Erreur,     (a  est  un  valeur  de  6,  avec 
une  erreur  plus  petite  que  o  = 

Espace  =  lieu  des  points  =  put. 

»     :=  distance,  =  arc. 

»      k  71  dimensions  =  qn. 
Exposant  de  a^m  =  m. 
Exponentielle  (fonction)  =  e^  |£c 
Extérieur  (ensemble)  §Int 

Face  V.  angle  dièdre. 
Facteurs  de  aXô  =  «,  6 
Factum  ex  «  et  &  :=  rtX& 
Faculté  de  base  a,  d'exposant  n  de 

raison  r  {a,r  s  q  .  «  s  N,)  = 

anlr  (Kramp)  =  77!a+[0---i>i-l  )]r 
Factorielle  m  =:  m\ 
Fermé  (ensemble)  §â 

Figure  =  Cls'pnt 
Fluxio  (Newton)  =  dérivée. 
Fluens  =:  fonction  qu'on  dérive. 
Fonction  =.  f,  ou  F. 

»     continiie  =  cont. 

»     coissante  =z  cres. 

»     décroissante  :=  decr. 
/è  (fonction  paire)  .=:  xsq  .^a;  • 

/(—a?)  =  fx. 
»  (     »         impaire)  .-=.:     »       » 

/\— ce)  =  —fx. 

Fonctions  trigonométriques  §sin 

»         hyperboliques  %n  3-7 

Formule  de  quadrature  §S  22 

de  Taylor  §D  8 

du  binôme  §C  31 

»        du  polynôme  §C  8 

Fraction  =r  R 

"     propre  =  i? 

»     impropre  =  /*  =  1-fR 

»     décimale  §2"  Pli    §Chf-4 


Fraction  continue        §Q  84  §e  3- 1-2 

Frontière  (en'^embie)  §Int 

Impair  (nombre)  ru  2No-|-l 

Indéterminées  (formes)  §D  5 

Indicateur  (suivant  Cauchy)  =  $ 

Indice  d'un  radical  (voir). 

Intégrale  =  S 

Intégrale  multiple 

Intérieur  (ensemble)  v 

Interpolation  (formule  d')  §D  PIO 

Intervalle 

Inverse  =  /.  inversions 


Invertendo 


§8P20 
[Int 


jQ19 
V.  Dtrm. 


§R4 


Irrationnel  (nombre)  =  Q-R 
Isolé  (ensemble)  §^ 

Ligne  =:  pnt  fq 
Ligne  droite  ■=.  recta 
Limite  =  1',  1,,  A,  ^,    Lim,   lim. 
Mantisse  =:  /? 

Matrice  (d'une  substitution)  §Sbst 
Maximum,  minimimi  §max,  §D41 
Membre  d'une  égalité  %■=.. 

Module  =  mod.    v.    cohgruence. 
Moyen  (point)  entre  a  et  6  =i  (a-\-b)l2 
Moyenne  arithmétique  entre    a  et  6 
=(a+b)l2  §Med 

»         géométrique  =  sj(a6) 
»         harmonique  =  2abl{a-\-b) 
»         arithmo-géométrique  = 
jr/S![(«cosx)-+(6sincc)-]  \x,  eji]\ 

§sin  14-3 
Multiple  de  «  =  «xNi,  oft  =  aXn. 
Multiplication,  multiplicande,  multi- 
plicateur §x 
Négatif  (nombre)     =  — N 
Népérien  (logarithme)  =  log 
Nombre    :=  Nq,  N,,  n,   R,  r,   Num, 

Q,  q,  q',  B,   etc. 
Nombre  premier  =:  Np 
a  et  6  sont  des  nombres  premiers 
entre  eux  .=..  Dvr(a,6)  =1 
Nombre  composé  ^  N|-Np 
Normal  (plan)  §vct  P40'5 

Numérateur  §/    §nt 

Numération  §2"  PlO,  §Num 


216 


Opposé  V.  angle 
Ordonnée,  voir  Coordonnées. 
Osculateur  (plan)  r=  planOscul 
Pair  (nombre;  =  2No?  ou  2n. 
Parallèle,  parallélogramme,  paral- 
lélépipède §vct  P40 
Parfait  (ensemble)  %è 
Partie  entière  ==  E 

»       fractionnaire  =.  fi 
Perpendiculaire  §vct  P40 

Polygones  réguliers  §.t  2 

Polynôme  §+ 

Positif  (nombre)  =  +N 
Produit  de  a  par  h  ■=.  aXb 
Produits  infinis  §lim  P20 

Progression  arithmétique  dont  le  pre- 
mier terme  est  a,  et  la  raison  b  = 
{a+bn)  \n  §2"  3 

Progression  géométrique  §-2"  6-1 

Projection  §vct  P40-G 

Proportio  =  'Ava/.oyia  §R  H 

Puissance  =:  |^ 

Quadrature  du  cercle  §.-t 

Quantité  =:  Q,  q. 

Quotient  §quot 

Racines  de  l'unité  §q'4r  §.t  2-2 

Racine  =:  ^J  ;  carrée  =r  y]  •,  cubique 

=  N- 
Racines  (de  Tequation  f.XT=.^)-=. 

X3{fx  =0  ' 
Radical  ■=.  \\ 
Raison  ■=.  '/.ôyoç  ^  Q 

»     arithmétique  de  a  à  b  ■=.  a — b 

»     géométrique  ■=.  u\b 

"    composée  des  raisons  a, 6  :=aX 6 

»     double  de  a  =  a' 

»     moyenne  et  extrême      §Q  56  3 
Rapport  de  a  à  6  =  ajb 
Rayon  §vct  40 

Rayon  de  convergence  §q' 10-2 

Résidu  quadratique  §Np  6-9 


Réciproque  =  rcp,  /. 

Rectifier  uu  arc  §vct  53 

Régie  de  proportion,  de  société  §R14 

Reste  d'une  soustraction  § — 

»       d'une  division  §re8t 

dans  la  formule  de  Taylor 

§D9'§S21 

Résultante  §vct  3-3 

Sécante  de  ac  =  /coscc 

Segment   de  points  §vct  40 

Série  §lim  10 

''       harmonique  =:  /Nj  »    14 

»      géométrique  §lim  16 

»       du  binôme  i;lim  30 

Sinus  r=  sinus  rectus  ■=:  sin 

Sinus  totus  =  1 

Sinus  versus  :=.  1— coso; 

Somme  ^  — 

Somme  des  puissances  §2"  4 

Soustraction  =r  opération  — 

Soumultiple  ■=.  diviseur. 

Sphère  §vct  40-7 

Surface  ■=.  pnt  f  '  q  i  q  ) 

Tangente  ■=.  rectaTang,  tang 

Terme  d'une  somme,  d'une  fraction, 
proportion,  série  (voir). 

Théorème  ■=.  P 

Trièdre  §vct  34 

Tétraèdre  régulier  §vct  96  352 

Transitivité  §1  24 

Triangle  :=.  pnt  FI  ••3 

>      équiangle  §vct  9-5  35-1 

«     rectangle  §vct  8-6 

Trigonométrie         §i  i;.-r  ijsin  §vct  33 
spiiérique  §vct  34 

Unité  =  1 

»     imaginaire  :=  i 

complexe  :=  unit  §q«  P2 

"      vecteur    ■=:  V. 

Variable  •=■  q,  f,  F.  Voir  §ii. 

Vitesse  §vct  54 
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PiiUicationfi 

citées  par   une   abréviation   dans   le   F. 

La  lettre  F  suivie  de  Tannée,  indique  les  éditions  partielles 
ou  totales  du  Formulaire,  que  nous  avons  successivemen:; 
publiées  : 

F1888  =  Calcolo  geometrico,  preceduto  dalle  operazioni  dell.i 
logica  deduttiva. 

F1889  :=:  Arithmetices  principia,  nova  mctliodo  exposita, 

F1894  =  Formulaire  de  Mathématiques  (Introduction). 

F1895  =  »  »  t.l. 

F1897  =  »  »  t.2  NI. 

FI 898  =  »  »  t.2  N2. 

F 1899  =  »  »  t.2  N3. 

RdM.     =  Rivista  di  Mateinatica,  1. 1-5  a.  1891-95. 

=  Revue  de  Mathématiques  t. 6  a.  1896-99,  t.  7  a.  1900. 

AErud.  =  Acta  Eruditoruiii,  Lipsiae  a. 1682-1757. 

AJ.       =  American  Journal  of  Mathematics,  Baltimore  a.lH78... 

AM.      =  Acta  Mathematica,  Stockholm  a. 1882... 

AmericauT.  =:  Transactions    of  the  American   Mathemalical  Society,  Xew- 

York  a.  1900... 
Amsterdam  Ak.  :=  Versl.  d.  k.  Akad.  v.  W.  te  Amsterdam 
Ann.     =  Annales  de  Mathématiques  publiées  par  G.  F.  Gergonne,  a. 1811-29. 
AnnN.  =  Nouvelles  annales  de  Mathématiques,  Paris,  a. 1840... 
BBonc.=  Bullettinodi  bibliografia  etc.,  di  B.  Boncompagni,  Roma  a.  1868-87. 
BD.  :=.  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  par  Darboux,  Paris  a.l877... 
BsF.  =  Bulletin  de  la  Société  math,  de  France.  Paris  a. 1873... 
BerolMisc.  =  Miscellanea  Berolinensia. 

BerlinM.  =  Mémoires  de  l'Académie  des  Se.  de  Berlin,  a. 1745... 
BolognaM.  =  Memorie  dell'Accademia  délie  scienze  di  Bologna,  a.lS50... 
BM.    =    Bibliotheca    Mathematica,    Journ.    d'hist.     d.    math.,    publié    par 

G.  Enestrom,  Stockholm,  a. 1887... 
Cambrido-eT.  =:  Transactions  of  the  Phil.  Society  Cambridge... 
CorrM.  =  Correspondance   Mathématique  etc.  publiée  par  P.  H.  Fuss,  St. 

Petersbourg  a.  1843. 
CorrN.  ^  Nouvelle  correspondance  Mathématique,  a. 1878... 
Encyklopadie  =  id.  der  Matiiematischen  Wissenschafteu,  Leipzig  a. 1898... 
IdM.  =  Intermédiaire  des  Mathématiciens,  Paris  a. 1894... 
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JdM.  =  Journal  de  Mathématiques  i)ubliés  par  Liouville,    Résal,    Jordan, 

Paris  a.  1836... 
JfM.  =  Journal  fur  die  reine  und  ang.  Math.,  Berlin  a. 1826... 
JP.   =  Jovirnal  de  l'Ecole  Polytechnique,  Paris  a.l795... 
LondonT.  =:  Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society,  London  a. 1666... 
LondonP.  =r  Proceedings  of  the  R.  Society.  London 
MA.  =r  Mathematische  Annalen,  Leipzig  a. 1869... 
Mathesis  publié  par  P.  Mansion,  Gand  a. 1881... 
Mm.  ^  The  Mes.senger  of  inathematics,  London,  a.lSTl... 
MùnchenB.  =  Mûnchener  Berichte. 
Monh.  =  Monatshefte  fur  Mathematik,  Wien  a.l88i)... 
NapoHA.  =  Atti  délia  Accademia  délie  scienze  di  Napoli,  a. 1787... 
NapoliR.  =  Rendiconti  »  »  »  » 

PalermoR.  =  Rendiconti  del  Circolo  niateniatico  di  Palermo,  a. 1884... 
ParisM.  rz  Mémoires  de  l'Acad.  des  Sciences  de  Paris,  a.l666... 
ParisCR.  =  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  Paris  a.l835... 
ParisSE.  =  Mémoires  présentés  par  divers  savants  h  l'Académie  des  .sciences 

de  Paris  =  (Savants  Étrangers)  a. 1805... 
PetrC.  =:  Commentarii  Academiae  Scientiariun  Petropolitanœ,  a. 1726-1746. 
PetrNC.  =:  Novi  Commentarii  AcademijB  Scient.  Petropolitan»,  a.1747-1776. 
PetrA.  =:  Acta  Academiîe  Scientiarum  Petropolitanaï,  1777-1782. 
PetrNA.  =  Nova  Acta  Ac.  Se.  Petropolitanai,  a. 1783... 
PetrB.  =  Bulletin  de  l'Ac.  des  Se.  de  St.  Petersbourg. 
QJ.    =1  Quarterly  Journal  of  Mathematics. Cambridge  a. 1857... 
TorinoA.  =r  Atti  délia  R.  Accademia  délie  Scienze  di  Torino  a.  1865... 
TorinoM.  =  Memorie  »  >  »  »  »         a. 1759... 

Zm.  r=  Zeitsclirift  fiir  Mathematik  und  Physik,  Leipzig  a. 1856... 
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—  Analisi  Algebrica,  Torino  a. 1891  i^lim  18-6 

—  KapoliA.  a.l893.    §rr  4-1--6     —  NapoliR.  a. 1896.     §lim  31-4 

Chuquet  Nicolas,  a.  1445'"'?  Triparfy  en  la  science  des  nombres, 
a.l484.  Bullettiiio  di  Boncompagui  a.  1880  t.l3  p.593. 

§-  2n    §/  16-5     §1^  1-On  30-6     §Q  53-8 
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Cotes  Roger,  a.l682  "^  1716. 

—  Lofj07netria  a.ll  14^  LondonT.  t.29  p.4-e30  §e  1*2  3'i  §sin  l'3 

—  Har monta  rnetisurarum,  éd.  Smith,  Cantabrigiie  a.l722. 

§S  22-2--6     §7r  2-3     §sin  16-1--3 

Cramer  Gabriel,  a.  1704^  1752. 

—  hitroductioii  à  l'analyse  des  courbes  algébriques,  a.  1750. 

§Dtrm  1-4 

Darboux  Gaston,  Mémoire  sur  les  fonctions   discontinues,  An 
nales  scient,  de  l'Ecole  normale  supérieure  s.2  t.4  a.  1875. 

§r  '2n     §8  2-31  11-12   12-1 

Da8E  Zacharias.  §Np  1-im     %ji  n     §sin  5*4 

Degen  C.  F.  a.  1766  "^1825  §|^  14-6 

Del  ambre  §vct  34-7 

De  Morgan  Augustus,  a. 1806 '"'1871. 

—  Formai  logic  a.l847  §w  1-Gl     §/\  l'8  2-7 
--  On  the  syllogism.  CambridgeT.  a.  1858.  §-  3-1 --4 

Descarte.s  René,  a.l596  ^  1650,  La  Géométrie,  a. 1637.    §f^  In 

—  Œuvres,  éd.  Ch.  Adam  et  P.  Tannery,  Paris  a.l897...  §Nprf -3 

DioPHANTUS,  a.  325^409. 

AiocpâvTov  'A?,e^avÔQÉ(jûç  'AQu&iDjTiy.oJy,  Edid.  Tannery,  a.  1^93. 
%—2n     §X  6-01    §/ 40'2-D-6-7-8     §f^  1-4  2'1    14-41     ïjQ  57-1-2-4 

Dirichlet  (Lejeune)  Gustav,  a.l805  ^  1859. 

—  TTVrÂ(^,  Berlin,  a.  1889.     §Xp  12-G     ijlim  18-2  31-G     §8  3-6» 

Dixox  §:  7-31 

EiSENSTEiN  Ferdinand,  a.  1823  ""  1852. 

—  JfM.,  a.l843,  t.27  p.l93;  a.l844,  t.28  p.39. 

§Np  7-4     §lim  8-3  16-91  20-4     §log  2-8 

—  Mathematische  Abhandlungoi,  a, 1847.  §q,.  25-2 

Encke  Joliann  Franz,  a. 1791"^  1865  i?liin  25-2 

EUCLIDE.S  =   'Evy.Àetchjç,  a. — 315"^ — 255. 

Opéra  omnia,  edid.  Ileiberg,  Lipsi;e,  a. 1884. 
i?3  1-1//       SX   l-:!r.t  ;î-^2-::5-i        i>/ 4- !-:>•:.-•  7  5-:>   11-I--4 
16-1-3   21-1     §[^  1-G   2-1    4-0I--1    5-2   9-03    14-U2-UO-24      §:i  6-1 
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§Dvr  1-1 2-1  7-1 8-1 9-22   2-ll-3-3r4-4t  §mlt   M 2-2-4 1-42 

§Np  1-2-3  3-4-7-71   7-1  12-1         §Xprf  -2        §Q  54-d--î)  55-4 
56-1-11-3   84-1    §VCt  2-4  8-6--62  9-41-S-6   14-1  32-M--1 4  33-1-3 

EuLER  =  Leonarclus  Eulerus,  a.  1707  ^  1783. 

—  a.l728'  =  BM.  a.l899  p.46  §.-t  5-1 

—  PetrC.  t.6  a.l732;  t.7  a.1734-35;  t.8  a.l736  t.9  a.l737. 

§1^5-6     §Np  3-9    §Q84-2    §lira  31-D    §e  1-3    %C-On    §7r  3-4 

—  PetrNC.  t.l    a.1747-48;   t.5   a.1754-55;  t.7  a.1758-59; 

t.8  a.1760-61;  t.l3  a.l768;  t.l4  I  a.l769;  t.l9  a.l774. 
§[^14-34    §!7-7  §Dvr  2-46-47    §Np3-91   5-1--S  12-5    §0 -2--6 
§lim  17-2    §cont  3-6    §C -3-4    §sm  8-2    §B  1-4-8     §vct  8-71 

—  PetrA.  t.5  a.l781.  §!  2-2     §log  2-8     §C-S     §,t  IM 

—  PetrNA.  t.l2  a. 1794.  §!  7-6 

—  BeroDIisc.  a. 1743.  ^56  l-o     —  BerlinM.  a.l772.  §Np  3-4  6-3 

—  CoitM.  t.l.  §1^  14-07--09-2S     %C n 

—  a.l748  =  Introductio  in   analysùi  infinitorum,  Lausann?e. 
§lim  20-5    §e  3-2    §;r  3-42-7-8  5-3-4    §siii  1-0  3-4  5-3  8-1-3-4-7 

—  Institutiones  Calcull  Biffer entialis,  Beroliiii  a.l755.     §B  n 

—  a.l768  =  Institutiones  Calcidi  integralis,  Petropolis  a.l768. 

(II  édit.  a.l794  t.4)      §S  11-3  §q' 2?z   %ji  10-2--5    §sin  12-8 

—  Lettres  à  une  Princesse  d'Allemagne  a. 1768       §^  Vàn. 

—  Opéra  posthuma,  éd.  Fuss,  Petr.  a.l862.  §[^  15-64   §Np  6-2 

Fermât  Pierre,  a.l608  ^1665.  Œuvres,  Paris  a.l891. 

§f^  5-2-4-42  6-1--4        §v  4-1       §/7  4-l        §Np  3-21-22-3-8-9  4-3 

10-2     §S  5-2 

FouRiER  J-B.  Joseph,  a.  1768  ^  1830.  ije  2-3 

—  Théorie  analytique  de  la  clialeur,  Paris,  a. 1822     §S  l'\)i 

Frénicle  de  Bes.sy. 

—  a.  1676=  Traité  des  triangles  rectangles  en  nombres  §[^5-5 

—  a. 1693  =  ParisM.  Abrégé  des  combinaisons  §!  4*2 

Fresnel  Aiig-ustin  a.l788  *^  1827,. 

—  Œuvres,  Paris,  a.l866.  §sin  13-2 

Gauss,  a.l777  ^  1855.  Werke,  a.  1863. 

§!  1-0;/    §0-O/rl     §E   VOn  2-|     §Dvr  2-7    §.t  2-1    §sin  5-3. 

Genocchi  a.  §B  1-21 
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GeRGONNE  J.  §1^14-13      §î9'i      §Np  0-5      §71  1-85 

Germain  Sophie,  a.l776^  1831.   BerlinM.  a.l772.  §Np  3-6 

Girard  Albert,  a.  1090^  1634. 

—  Inrention   nouvelle  en  l'algehi^e,  Amsterdam  a.l629. 

§3  1-2/i     §>  1-On     §f^  1-Ow     §Q  53/i     §q'  5-2 

—  (Voir  SïEViN).  §Np  3-2     §rap  1*7 

Glaisher  §Np  Vin 

Glaisher  J.  W.  §Xp  13-2     §q  20-1 

Goldbach,  a.l690"^  1764.  a.l742  CorrM.  §Np  1-4  3*6 

Grassmann  Hermami,  a.l809^  1877. 

—  Werke,  a.l894.  §q„2//     §vct  b?  8n 

Gregorius  Jacobus,  a.l638  ^  1675. 

—  Exercitationes  geoynetricœ.  Loiidini  a.  1668.  §Iog  1-3  §sin  7'3 

GuiLMiN  Charles,  a.l812  ^  1884.  §1'  2-On 

Hamilton  William  Rowan,  a.l805  •"•  1865. 

—  a. 1845,  Cambridge  Math.  Jom^n.  t.l  §vct  \n  ^n 

—  Eléments  of  Qnaternions,  London  a.l899.  §vct  15  46  61« 

Harriot  Thomas,  a.1560^1621. 

—  A)'tis  Anah/firre  pra.ris,  Londini  a. 1631. 

§>  1-On     §1^  9-06-09-1  1-12-19-20-24 

Hauber  Karl  Friedrich,  a.1775^1851. 

—  Scolœ  logico-ynathematicœ,  Stuttgart  a. 1829.  §/\  2-6 

Heine.  §cont  \'\n 

Herigone  Pierre,  Cnrsns  MatJie,natic((s,  Paris  a.1636-46.  §!  6-i 
Hermite  Charles  §e  2  a 

Héron  =  "Hccov  a.  150,    Ilegl  Aiomoaç,    Notices  et    Extraits  de 
la  Bibl.  Imp.  de  Paris,  a.l808  t.l9  II.  §vct  35-61 

Hessel,  a.1796^1872.  Krislallometrie,  a. 1831.  ^sin  1-8 

De  L'Hospital  G.  F.,  a.l661  ^  1704.  §D  5-1 

IBN  Albanna,  a. 1275?;  Le  Talkliys  (Vlbii  AUxinna  public^  et  tra- 
diiif  par  A.  Marre,  Roma  1865.  Atti  Ac.  Pont.  N.Liuc.  1. 17,  a.  1864. 

§151 
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Jacobi,  a.l804~'1851.  Werke  §:S  4-2  5'2  22 

Jensen.  §log  3-1 

Jevons,  Pure  logic  a.  1864.  §-  3-95 

JOANNES  DE  ReGIO  MONTE  a.l436^  1476.  §1  \\n 

—  De  Triangulis  omnimodis  libri  quinque,  Norimbergse  a.l533 

§Yct  34- 1-2 
Keplerus  Joamies  a. 1571  '"'  1630. 

—  a.l609  =  De  motihus  stellae  Martis. 

(Opéra,  éd.  Fritscli  a.l860  t.3).  §sin  14-2 

KoCH,  AM.  t.l5  §Dtrm  6-1 

Kramp  Christiaan  a.1760^1826.  §!  Vin 

Kronecker  Leopold,  a.l823  ^  1891,    Werke,  a.l878.      §sgn  n 
Lagrange  Joseph  Louis,  a.l736^  1813. 

—  Œaf-res.  Paris  a.1870-90.  §[^  b-i  14-So     §v  l-on 

§!  7-4      §Np  9-3-4-62       §D  9-1  lO'l       §S  21-1      §Subst  13-2 

de  Lagny  Tliomas  Fantet  a.l660^  1734.  §vct  S-ii 

Lambert  Johann  Heinrich,  a.  1728  ^1777. 

—  BerlinM.  a.l761  p.265,  a.l768.  §e  1-31  §log  1-3  §.t  1-6  §sin2-2 

—  AErud.  a.l765  p.454.  O  l"7n 

—  a.l771  =  ArchUechto7iik.  §liml7-l 

—  a.l781  :=  Logische  und  i^hilosoplikclie  AbhcDidlungen. 

§w3-ri2     §-3-6 
Lamé  Gabriel  a.  1795  ^1870.  §f^  14-93     §vct  61?i 

Laplage  Pierre  Simon,  a.l749  ^  1827.  §Dtrm  1*5 

Le  Besgue  Victor  Amédée,  a.l791  ^  1875. 

—  Exercices  d'analyse  numérique,  a,.18b9.  §Dvr  l'O;^  §ralt  l-5'6 
Legendre,  a.  1752  ^  1833. 

—  a.l797  =  Essai  sur  la  théorie  des  nombres.  a.VI. 

§f^  5-3     §Np  3-3  5-9  6-4  12-7     §lim  31-0 

—  a.  1808  =      »  »  Seconda  édition,  Paris. 

§E  1-On     §Np  12-6 

—  a.l816  ^  Suppl.  à  l'Essai  sur  la  th.  des  nomb.    §f^  14-08 

—  a.  1830  =  Théorie  des  nombres,  Paris.  ijmp  2-0 

—  Géométrie.  §^1""     §vct  8*4 G 
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Leibniz  Gottfried  Wilhelm  =  Leibnitius,  a.  1646"^  1716. 
-  MathS.  =  Mathematische  Schriften,  éd.  Gerhardt,  a.  1848-63. 
§(^  15-22         §2"  \0n       §!  8        §mod  l'On  2-9        §Dvr  2-4S 
§Np   3-9  9-7     §lim  12-4   14-1    16-9      §D  lu  3n  6-3     §S  20-5 
§e  2-2     §7r3-3     §sin  7-3     §Dtrm  M 

—  PhilS.=  Die  philosophischen  Schriften,  éd.  Gerhardt,  Berlin, 

a.1875-90       §D  4-2  5-3--6  6'0  7-2  lO'U      §w  1-3--6  2-i-2-4 

§A  1-0  2-3     §-4-1 -2 

—  Briefivechsel  mit  Mathematikern  éd.  Gerhardt,  Berlin  a.  1899. 

§Dn 

—  Mss.  ==  Manuscrits   inédits,  conservés  à  la  bibliothèque   de 

Hannover,  et  publiés  dans  FI 899  par  ]\I.  Vacca. 
O  1-3^1  4-4  6-1 -2     §-  2-2     §1  8     §Np  9-2 

Leonardus    Pisanus,    de  filiis  Bonaccii  -  L/ft^r   ctbhaci,   a.  1202. 
(Pubblicato  da  B.  Boncompagni,  Roma,  a.l857.) 

%/ln     §Np3-i     §Q56-H 

LiNDEMANN  F.,  MA.  a.  1882 

LiONNET 

Liou ville  Joseph,  a.  1809  ^  1882.  . 

—  JdM.  a.l857. 

LOBATTO 

Lucas  Éduard,  a.1842^1891. 

—  TorinoA.  a.l878  t.l3  p.283. 

—  AJ.  a.l878  t.l  p.229. 

—  a.l891  =  Théorie  des  7iomhres,  Paris.     §I  4-2     §Np  12-4 

McCoLL  Hugh,  The  calculus  of  équivalent  statements.  Pro- 
ceedings  of  the  London  Mathematical  Society  a. 1878  t.lO. 
§3  5-6  6-0  7-3    §u  1-5  2-5  4'2-'21  ;     —     a.l900        §w  4-22 

MacLaurin  Colin,  a.1698^1746. 

—  A  treatise  of  Fluxions  a.]  742. 

§lim  12-1   14-S-G  16-7     §D8     §S  ll'O 

—  A  treatise  of  Algebra,  a.  1748.  §— 2n 

Mansion  Paul.  §Dtrm  3-3 

a.l887  =  Résumé  du  cours  d'anal,  inf,  Paris.     §lim  18*4 


§^1-9 
§Nprf  -5 

§mp  2-6 

§e  1-32 
§sin  9-6 

§Dvr  2-4 8 -4 9     §Np  4-4 
§Np  9-7 1-72    11 -2 -3 

§Cw 

§7r  1-81 

§l0g  1-3 

§lim  19-b 

§.^  1-5 

§vct  7-6 

§vct  33-6 
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Mascheeoni  Lorenzo,  a.l750^  1800. 

—  Ad?iotationes  ad  cale,  integr.  etc.  Ticini  a.  1790. 

—  Geometria  del  conijDasso 

Mercator  Nicolaus,  a.  1620  ^1687. 

—  Logarithmo-technia,  Londini  a.  1668.      §lim  16-2 

Mertens. 

Metius  Adrianus,  a.  1571  ^  1635. 

MôBius  Aug-List,  a.1790^1868. 

—  Werke,  Leipzig  a.  1885. 

Nasir  Edden  Attûsi 

J.  Neperus,  a.l550^  1617. 

—  Mirifici  logaritlimorum  canonh  descriptio  a. 1614. 

§Log     §vct  34-6-8 

Newton,  a.l642  ^  1727. 

—  a.l676  =  Epistola  prier  Isaaci  Newtoni  ad  Henricum  Olden- 

hurgiam,  13   Jimii  1676. 

§Q53n    §lim23-l     §e  2-1     §sin  7-1-2 

—  a.l686  =  Philosophiœ  naturalis  principia  mathematica 

§D  3?i  10- m 

Nicole  %n  4-2 

NiCOMACHUS  =:  NiHÔi^iaioç,  a.  50  "^  ?  edid.  Hoche.           §v  4-1 

Oltramare.  §f^  15-i3    §2  5-2 

Oresme  Nicole,  a.  1323  ^  1382.  §Q  53;t 

OSBORN  §Np  13M 

OUGHTRED  Guilielmus,  a.1574^1660. 

—  Claris  Mathematica,  a.l631.  §>  VOn     §x  Vùn 

—  Opuscula  Mathematica,  Oxonii  a.l667.  §/  1-Sn 

Paciuolo  Luca,  a.l440^  1515,  Summa  de  Arithmetica  Geometria 
Proportioni  et  proportionalita,  a.  1494.  §—  2n 

Padoa  Alessandro 

§w3-43    §a3-3    §t  3-4-8    §:-r4i     §' -i-il-e    §+8  ?i    §ntn 

Pappus  =  Tlâjinoç,  a.l50.  §/  16-5 
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Parseval  Marc  Antoine,  a.V^  1836  §rr  12-1 

Pascal  Biaise,  a.1623^1662. 

—  Œuvres,  Paris  1889,  t.3.     §+4-3    §!  M   3-2-3  7-3    §Chf '2 

Peirce  Charles,  Three  pape7^s  on  logic.  Proceedings  of  the  Ame- 
rican Academy  a.l867.  §w  3'22     §-  3-7-9 

—  a.  1880.  On  the  Algehra  of  Logic,  AJ.  t.3  p.  1.5. 

0  9-4     §w3-4     §-2-6  3-7 

Pell  John,  a.ieiO'"' 1685,  Introdurtio   in    Algehram,   Londini, 
a.l668.  (Voir  Walli.s,  t.2  p.2.38) 

Pervouchine, 

PiERi  Mario 

Plana  Giovanni  a.  1 781  "^  1864. 

Pringsheim  Alfred. 

—  MA.  a.l888  t.33. 

—  Irrationalzahlen    und  Konvergen- 

Encyclopâdie  a.l898  t.l  p.47-146. 
-^  MunchenB.  a.  1899 

Prior 

Proth,  CorrN.  a.l878. 

Ptolem^US  Claudius  =  IlToXeuaio^  KXavàioç,  a.  150. 

—  Opéra  omnin,  éd.  Heiberg,  Lipsiœ,  t.l  a.  1889. 

%:i  1-3     §sin  1-6  A'\ 

PyTHAGORAS  =r:  ITrâayôgaç  a.— 569  "^  -  470. 

§^  14-24    §I3T2     §vct  8-0 

ReGIOMONTANUS   =    JOANNES   DE   ReGIO   MoXTE 

RiEMANN  Bernhard,  a.1826^1866. 

—  Wet^ke,  Leipzig,  a.l876.  §lim  18*3 

RoLLE  Michel,  a.l652^17l9. 

—  Traité  d'Algèbre  a.l689.  i<D  4-3 

ROSENHERG.  SNp   l'in 

ScHLôMiLCH  0.  Differentidl-  /n)d  Int,'///utJrrrJnn>n/L  C.riotswald. 
a. 1847.  iîl)  9-3 


O  1*7// 

§^  1-0/? 

§f^  5-f; 

§Np  3-4 

§w  3-5 

§.-r  10-43 

§:  10-1 

unendlicher 

■    Processe. 

§1'/^ 

§S  20-12 

§/41-0 

§Np  4-2 
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ScHRôDER  Ernst. 

—  a.l877  =  Operatiojiskreis  des  Logihkalhuh 

§u  2-3    3-2-2i'42      §-3-l--4-92   5-1 

—  Algehra  der  Logik,  a.1890,1891,1895.  §w  3-23-41  §-3-93-9i  5-3 

H.   A.   SCHWARZ.  §D  10- 1 

Segner   Johann   Andréas,  a.l 704  "^  1777. 

—  Specuiien  logicae    universalité^^   demondratœ,  a. 1740. 

§3  Pl-7/i     §-  ;î-6 
Smith  Henry  John  Stephen,  a. 1826  ^1883. 

—  The  Collée fed  Mathematical  Papers,  Oxford,  a.  1894. 

§Dtrm  4-1 -2 
Stern  §lim  22-1 

Stevin  Simon,  a.  1548  ^  1620,  Œarres  mathématiques,  publiées 
par  Albert  Girard,  Leyde  a.  1634.  §2  lin 

Stewart  Matthew,  a.  1717^1785. 

—  Propositiones  geometricae  more  reterum  demonstratae, 

Edinburg-h  a.l763.  §vct  P14-2 
Stieltjes  Thomas  Jean  a.  1856^  1894. 

—  Amsterdam Ak.  a.  1882  §D  10*1 

—  a.l895  =  Essai  sur  la  th.  des  nomb.  §Dvr  1-34  §mlt  1-34 
Stifel,  1487  ^  1567. 

—  Arithmetica  intégra,  a. 1544.  §[^  2-\ 

—  Deutsche  Arithmetica  inhaltend  die  Hauszrechnung ,  Deutsche 

Coss  and  Kirchrechnung .  Nurnberg,  a.  1549. 

§—  2n    §r  2- Ou 

Stirling  Jacobus,   a.  1692  ^1770. 

—  Methodus  differentialis:  sive   tractatus  de  summatione  et 

interpolatione  serierum  infinitarum,  Londini  a.  1730. 

§lim  14-4  22-6     §S  5-3--7     §.t  3-b-6     §B  2-2 

Tartaglia  Nicolô,  a.  1500^  1557. 

—  Quesiti  et  Inventioni  diverse,  Vinegia  a.  1546.         §Q  58*1 

—  La  seconda  parte  del  gênerai  trattato  di  numeri,  et  misui-e. 
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